
Kontinuierliche Zufallsvariablen

Statistik (Biol./Pharm./HST) – FS 15



Wa.verteilung bei kontinuierlichen Werten

 ZV 𝑋0 uniform auf 𝑊0 = 0,1, … , 9 → 𝑃 𝑋0 = 𝑥 =
1

10

 ZV 𝑋1 uniform auf 𝑊1 = 0.0,0.1, … , 9.9 → 𝑃 𝑋1 = 𝑥 =
1

100

 ZV 𝑋2 uniform auf 𝑊2 = 0.00,0.01, … , 9.99 → 𝑃 𝑋2 = 𝑥 =
1

1000

 ZV 𝑋𝑖 uniform auf 𝑊𝑖 → 𝑃 𝑋𝑖 = 𝑥 =
1

10𝑖+1

 ZV 𝑋∞ uniform auf 𝑊∞ = 0,10 → 𝑃 𝑋∞ = 𝑥 = 0

…

Wa. ist nutzlos
bei kontinuierlichen Zufallsvariablen !



Verteilungs-Zoo: Kontinuierliche Zufallsvariablen
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Uniforme Verteilung

 Situation: Jeder Wert im Intervall [a,b] ist gleich wa.

 ZV X: Ein Wert aus [a,b]

 𝑋 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓 𝑎, 𝑏
“X ist uniform verteilt auf dem Intervall [a,b]”

 pdf: 𝑓 𝑥 =
1

𝑏−𝑎
falls 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, sonst 0

 cdf:

 𝐸 𝑋 =
𝑏+𝑎

2
; 𝑉𝑎𝑟 𝑋 =

𝑏−𝑎 2
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Beispiel: Haltestelle

 In Zürich fahren die Trams alle 7 Minuten. Angenommen, 

Sie kommen zu einer zufälligen Zeit an eine Haltestelle, an 

der ein Tram fährt. Wie wahrscheinlich ist es, dass Sie 

höchstens eine Minute warten müssen?

 X: Wartezeit in Minuten

𝑋 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(0,7)

 𝑃 𝑋 ≤ 1 = 𝐹 1 =
1−0

7−0
=

1

7

4



Exponentialverteilung

 Situation: Wartezeit “ohne Gedächtnis”

 ZV X: Ein Wert aus [0,∞[

 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝 𝜆
‘X ist exponentialverteilt mit Parameter 𝜆’

 pdf:

 cdf:

 𝐸 𝑋 =
1

𝜆
, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 =

1

𝜆2

5

pdf

cdf



Exponentialverteilung: Kein Gedächtnis

 𝑃 𝑇 > 𝑡 = 1 − 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡

 𝑃 𝑇 > 𝑡 + 𝑠 𝑇 > 𝑠 =
𝑃 𝑇>𝑡+𝑠 𝑢𝑛𝑑 𝑇>𝑠

𝑃 𝑇>𝑠
=

𝑃 𝑇>𝑡+𝑠

𝑃 𝑇>𝑠
=

𝑒−𝜆 𝑡+𝑠

𝑒−𝜆𝑠
=

= 𝑒−𝜆𝑡 = 𝑃 𝑇 > 𝑡
“Es spielt keine Rolle, ob man schon s Sekunden gewartet

hat”

 Gut für: Radioaktiver Zerfall, manche Ionenkanäle

 Schlecht für: Lebenszeit bei Menschen, Wartezeit im 

Supermarkt
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Normalverteilung

 Situation: Beliebige kontinuierliche Werte; meist um einen 

Wert konzentriert; starke Ausreisser selten

 ZV X: Ein Wert aus ] − ∞;∞[

 𝑋 ∼ 𝑁 𝜇, 𝜎2

‘X ist normalverteilt mit Erwartungswert 𝜇 und Varianz 𝜎2’

 pdf: 

 cdf: ??? 

(Standardisieren und Tabelle

oder numerisch integrieren)

 𝐸 𝑋 = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝜎2

 Summe von N’s ist wieder N
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Normalverteilung: Messfehler

 Messfehler werden meist mit der Normalverteilung

modelliert

(Begründung: Zentraler Grenzwertsatz, siehe später)
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Wie gross ist 𝑃 𝑋 = 𝜇 + 1𝜎 ?

• 0.341

• 0.842

• 0.136

• 0



Standardnormalverteilung Z

 𝑍~𝑁(0,1)

 Pdf mit 𝜑 bezeichnet: 𝜑 𝑥 =
1

2𝜋
exp −

𝑥2

2

 Cdf mit Φ bezeichnet: Φ 𝑥 =  −∞
𝑥
𝜑 𝑦 𝑑𝑦

Analytisch nicht lösbar, daher tabelliert

 Bsp: 95%-Quantil

𝑃 𝑍 < 1.64 = Φ 1.64 = 0.9465
Das 95%-Quantil der Standardnormalverteilung ist also 

etwa 1.64.
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Wie prüft man, ob eine Normalverteilung vorliegt?

 Histogramm der Daten mit pdf vergleichen

Schwierig kleine Abweichungen zu erkennen

 Einfacher: QQ-Plot – Theoretische Quantile gegen 

Empirische Quantile
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Krümmung: 

Keine Normalverteilung

Gerade:

Normalverteilung OK

𝐸𝑥𝑝(1)𝑁(3,22)



Funktion einer Zufallsvariable

 Bsp: Zeit von einem Projekt: 𝑋 ~ 𝑁(0,1); 
Kosten vom Projekt: 𝑌 = 𝑔 𝑋 = 5 + 2 ∗ 𝑋 ; 

Wie ist 𝑌 verteilt ? Keine allgemeine Antwort !

(Spezialfall: Normalverteilung)

 Falls 𝑔 𝑋 = 𝑎 + 𝑏𝑋, gilt für alle Verteilungen:

- 𝐸 𝑌 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝐸(𝑋)
- 𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝑏2 ∗ 𝑉𝑎𝑟 𝑋
- Quantil: 𝑞𝑌

𝛼 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑞𝑋
𝛼

 Zum Bsp von oben: 

- 𝐸 𝑌 = 5 + 2 ∗ 0 = 5
- 𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 22 ∗ 1 = 4
- 𝑞𝑌

0.95 = 5 + 2 ∗ 1.64 = 8.28
12



Spezialfall: Normalverteilung

 𝑋~𝑁(𝜇𝑋, 𝜎𝑋
2), und 𝑌 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑋, dann gilt 𝑌~𝑁 𝜇𝑌, 𝜎𝑌

2

mit 𝜇𝑦 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝜇𝑥 und 𝜎𝑦
2 = 𝑏2𝜎𝑥

2

 Standardisieren: 𝑋~𝑁 𝜇, 𝜎2

𝑍 ≔
𝑋 − 𝜇

𝜎
= −

𝜇

𝜎
+
1

𝜎
∗ 𝑋 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑋

→ 𝐸 𝑍 = −
𝜇

𝜎
+
1

𝜎
∗ 𝜇 = 0

→ 𝑉𝑎𝑟 𝑍 =
1

𝜎2
∗ 𝜎2 = 1

→ 𝑍 ~ 𝑁(0,1) (tabelliert)

 Bsp: 𝑋~𝑁(2, 22); Wie gross ist 𝑃(𝑋 ≤ 5) ?

𝑃 𝑋 ≤ 5 = 𝑃
𝑋 − 𝜇

𝜎
≤
5 − 𝜇

𝜎
= P Z ≤

3

2
=

= Φ 1.5 = 0.93
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Gesetz der grossen Zahlen (GGZ)

 Ann: 𝑋1, … , 𝑋𝑛~𝐹 𝑖𝑖𝑑; 𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎𝑋
2

 Gesetz der grossen Zahlen:

𝐸 𝑋𝑛 = 𝜇

𝜎𝑋𝑛 =
𝜎𝑋

𝑛
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Wurzel-n-Gesetz: “Für doppelte Genauigkeit braucht man 

viermal so viele Daten.”



Zentraler Grenzwertsatz (ZGS)

 Ann: 𝑋1, … , 𝑋𝑛~𝐹 𝑖𝑖𝑑; 𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎𝑋
2
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𝑋𝑛 ≈ 𝑁(𝜇,
𝜎𝑋
2

𝑛
)

aus GGZ

neu

oder äquivalent mit 𝑆𝑛 = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑛:

𝑆𝑛 ≈ 𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎𝑋
2)



ZGS: Beispiel

 n=1000 Spiele

 𝐸 𝑋𝑖 =
1

3
; 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 28.6

 ZGS: Totaler Gewinn

 Mit 95% Wahrscheinlichkeit ist der totale Gewinn im

Intervall

333 ± 2 ∗ 28600 → −5; 671
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ZV: Gewinn X P(X=x)

-10 1/6

0 1/2

6 1/3

𝑆𝑛~𝑁 1000 ∗
1

3
, 1000 ∗ 28.6 = 𝑁 333, 28600



ZGS: Normalapproximation des Binomialtests

1. Modell: n Lose ziehen, gleiche Gewinnwa., unabhängig

Jedes Los 𝑋𝑖: 1 mit Wa. 𝜋, 0 mit Wa. 1 − 𝜋
𝐸 Xi = 𝜋, 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜋 1 − 𝜋

𝑋: Anzahl Gewinne; 𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛
2. 𝐻0: 𝜋 = 𝜋0; 𝑧. 𝐵. 𝐻𝐴: 𝜋 < 𝜋0
3. Teststatistik T=X

ZGS: 𝑇 ~ 𝑁(𝑛𝜋0, 𝑛𝜋0 1 − 𝜋0 )

4. 𝛼 = 0.05

5. Verwerfungsbereich: 𝐾 = [0, 𝑐]
Finde c, sodass 𝑃 𝑇 ≤ 𝑐 = 0.05 (mit Computer oder:)

Standardisieren & Tabelle: 𝑃 𝑇 ≤ 𝑐 = 𝑃 𝑍 ≤  𝑐 = 0.05

mit  𝑐 =
𝑐−𝑛𝜋0

𝑛𝜋0 1−𝜋0
; 

aus Tabelle:  𝑐 = −1.64

nach c auflösen: 𝑐 = 𝑛𝜋0 − 1.64 𝑛𝜋0 1 − 𝜋0

6. Testentscheid
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