
Einfache lineare Regression:
Tests und Residuenanalyse
für D-UWIS, D-ERDW, D-USYS und D-HEST – SS15



Lernziele vorletzte Woche

 Idee: Generalized Linear Model
 Details: Einfach lineare Regression
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Einfache lineare Regression

 𝑌𝑌𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1 ⋅ 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩 0,𝜎𝜎2 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

�̂�𝛽0, �̂�𝛽1 minimieren ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑌𝑌𝑖𝑖 − 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑖𝑖
2

 �𝛽𝛽1 = ∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 (𝑌𝑌𝑖𝑖−�𝑌𝑌𝑛𝑛)(𝑥𝑥𝑖𝑖−�̅�𝑥𝑛𝑛)
∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖−�̅�𝑥𝑛𝑛

2 : Steigung der Regressionsgeraden

 �𝛽𝛽0 = �𝑦𝑦𝑛𝑛 − �𝛽𝛽1�̅�𝑥𝑛𝑛 : 𝑦𝑦-Achsenabschnitt (engl. intercept)

 �𝜎𝜎2 = 1
𝑛𝑛−𝑝𝑝

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑅𝑅𝑖𝑖2 : Residual Standard Error

Residuen 𝑹𝑹𝒊𝒊 : “Methode der 
kleinsten Quadrate”

𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 Feiheitsgrade (engl. degree of freedom), 𝑝𝑝 �= #𝛽𝛽’s (hier: 𝑝𝑝 = 2)
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𝜷𝜷𝒋𝒋’s sind Zufallsvariablen

 �𝛽𝛽𝑗𝑗 ∼ 𝒩𝒩 𝛽𝛽𝑗𝑗 , 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝛽𝛽𝑗𝑗
2

 𝐸𝐸 �̂�𝛽0 = 𝛽𝛽0
 𝐸𝐸 �̂�𝛽1 = 𝛽𝛽1
 Standardfehler:

 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. ( �𝛽𝛽0) = 𝜎𝜎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2

𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖−�̅�𝑥 2

 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. ( �𝛽𝛽1) = 𝜎𝜎2

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖−�̅�𝑥 2

 und man kann zeigen (𝑘𝑘 = 0, 1): 


�𝛽𝛽𝑘𝑘−𝛽𝛽𝑘𝑘
�𝑠𝑠.𝑒𝑒.(�𝛽𝛽𝑘𝑘)

∼ 𝑡𝑡𝑛𝑛−2
Feiheitsgrade
von vorhin...

Standardabweichung
der Schätzung
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Beispiel: Cooper & Shuttle

 12-Minuten Test nach Cooper (1968)
 20m-Shuttle-Test nach Leger (1983)

https://www.youtube.com/watch?v=Np2cnn3oOdE 5



Ersatz: Cooper & Shuttle

 12-Minuten Test nach Cooper (1968)
 20m-Shuttle-Test nach Leger (1983)

 Kann Shuttle-Test den VO2max-Wert vorhersagen?
 Falls ja: Einfache Testmöglichkeit für breite Bevölkerung
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Léger et al., 1983

 91 Personen, Shuttle-Test und VO2max Messung
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Streudiagramm VO2max vs vmax

 Korrelation 𝑟𝑟 = 0.84
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Zusammenhang von 
Streudiagramm
und Boxplots
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Lineare Regression

 �̂�𝛽0 = −19.46
 �̂�𝛽1 = 5.86
 �𝜎𝜎 = 5.4

45

0

5.86

�𝑦𝑦 = �̂�𝛽0 + �̂�𝛽1𝑥𝑥 =
= −19.46 + 5.86 ⋅ 11 = 45.0
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Lineare Regression in R

 Modell: 𝑌𝑌𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝑖𝑖 ,𝐸𝐸𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩 0,𝜎𝜎2 𝑖𝑖. 𝑖𝑖.𝑖𝑖.
 Modell: 𝑌𝑌𝑖𝑖 = −𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟒𝟒𝟒𝟒 + 𝟓𝟓.𝟖𝟖𝟒𝟒 ⋅ 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝑖𝑖 ,𝐸𝐸𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩 0,𝟓𝟓.𝟒𝟒𝟒𝟒2 𝑖𝑖. 𝑖𝑖.𝑖𝑖

Standardfehler von �𝜷𝜷𝟏𝟏
approx. 95%-VI:

5.86 ± 2 ⋅ 0.41
exaktes 95%-VI:

5.86 ± 1.99 ⋅ 0.41

Beobachtete Teststatistik 𝒕𝒕
im Test:
ℋ0:𝛽𝛽1 = 0 vs ℋ𝐴𝐴:𝛽𝛽1 ≠ 0

𝑡𝑡89; 0.975

P-Wert:
Angenommen 𝛽𝛽1 = 0; wie 
wahrscheinlich ist t oder 
etwas extremeres?

Freiheitsgrade: 𝑛𝑛 − Anzahl 𝛽𝛽′s = 91 − 2 = 89
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Lernziele heute

 Tests/Intervalle für die 𝛽𝛽𝑗𝑗 ’s
 Intervalle für die 𝑦𝑦𝑖𝑖’s
 Residuenanalyse (SD/TA, QQ)

Hausaufgaben
 Skript: Kapitel 5.2 fertig lesen
 Serie 12 lösen
 Quiz 12 bearbeiten
 etutoR Lektion 9 (vorletzte Woche...)
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t-Test in der linearen Regression (1/2)

1. Modell:
𝑌𝑌𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑡𝑡 𝐸𝐸1, , … ,𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑖𝑖. 𝑖𝑖.𝑖𝑖.𝒩𝒩(0 𝜎𝜎2)

2. Nullhypothese: ℋ0:𝛽𝛽1 = 0
Alternative: ℋ𝐴𝐴:𝛽𝛽1 ≠ 0 (in der Regel zweiseitig)

3. Teststatistik:

𝑇𝑇 =
𝑏𝑏𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑏𝑏𝑟𝑟𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑔𝑔𝑒𝑒𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑔𝑡𝑡𝑔𝑔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑟𝑟 𝑆𝑆𝑡𝑡𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖𝑏𝑏𝑟𝑟𝑖𝑖𝑆𝑆𝑒𝑒𝑏𝑆𝑆𝑒𝑒𝑟𝑟
=

�̂�𝛽1 − 0
�𝑠𝑠. 𝑒𝑒. (�̂�𝛽1)

Dabei ist der geschätzte Standardfehler:

�𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �̂�𝛽1 = �𝑉𝑉𝑏𝑏𝑟𝑟(�̂�𝛽1) =
�𝜎𝜎

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖 − �̅�𝑥𝑛𝑛 2

Verteilung der Teststatistik unter 𝓗𝓗𝟎𝟎: 𝑇𝑇 ∼ 𝑡𝑡𝑛𝑛−2
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t-Test in der linearen Regression (2/2)

4. Signifikanzniveau: 𝛼𝛼

5. Verwerfungsbereich: 

K = −∞,−𝑡𝑡𝑛𝑛−2;1−𝛼𝛼2
∪ [𝑡𝑡𝑛𝑛−2;1−𝛼𝛼2

,∞)

6. Testentscheid: Liegt der beobachtete Wert 𝑡𝑡 der Teststatistik 𝑇𝑇 in 𝐾𝐾?
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Konfidenzintervall für 𝜷𝜷𝒋𝒋’s

 Exaktes 95%-CI für ein 𝛽𝛽𝑗𝑗:

�̂�𝛽𝑘𝑘 − �𝑠𝑠. 𝑒𝑒. (�̂�𝛽𝑘𝑘) ⋅ 𝑡𝑡𝑛𝑛−2;1−𝛼𝛼2
, �̂�𝛽𝑘𝑘 + �𝑠𝑠. 𝑒𝑒. (�̂�𝛽𝑘𝑘) ⋅ 𝑡𝑡𝑛𝑛−2;1−𝛼𝛼2

 Approximatives 95%-CI für ein 𝛽𝛽𝑗𝑗:
 Verwende statt dem genauen Quantil der 𝑡𝑡-Verteilung einfach 2

�̂�𝛽𝑘𝑘 − 2 ⋅ �𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �̂�𝛽𝑘𝑘 , �̂�𝛽𝑘𝑘 + 2 ⋅ �𝑠𝑠. 𝑒𝑒. (�̂�𝛽𝑘𝑘)

 𝐶𝐶𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥 = 5.9 − 2 ⋅ 0.41, 5.9 + 2 ⋅ 0.41 = 5.08, 6.72
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95%-CI: [5.0, 6.7]

95%-CI: [-28.8, -10.1]
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Konfidenzintervall versus Prognoseintervall für 𝒀𝒀𝒊𝒊

 Konfidenzintervall (manchmal auch Vertrauensintervall)

Plausibler Bereich für 𝐸𝐸(𝑌𝑌𝑖𝑖) gegeben 𝑋𝑋𝑖𝑖,

Unsicherheit wegen �̂�𝛽0 und �̂�𝛽1

 Prognoseintervall (manchmal auch Vorhersageintervall)

Plausibler Bereich für 𝑌𝑌𝑖𝑖 gegeben 𝑋𝑋𝑖𝑖,

Unsicherheit wegen �̂�𝛽0, �̂�𝛽1 und 𝜀𝜀
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45

95%-Vertrauensintervall für
den Erwartungswert von 

VO2max bei vmax=11
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45

95%-Vorhersageintervall für
eine Einzelbeobachtung von

VO2max bei vmax=11
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Essentially, 
all models are wrong,
but some are useful.

- George E.P. Box
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Wie gut stimmt das Modell? - Residuenanalyse

𝑌𝑌𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖; 𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩 0,𝜎𝜎2 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

• Form des funktionellen Zusammenhangs
• Varianz der Fehler ist konstant

• Fehler sind normalverteilt

Einfache Regression:
Streudiagramm (SD)
Multiple Regression:
Tukey-Anscombe Plot
(TA)

QQ-Plot der Residuen
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Streudiagramm bei einfacher linearer Regression

OK Systematischer Fehler
Krümmung:

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2
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Streudiagramm bei einfacher linearer Regression

OK Fehlervarianz nicht konstant
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Beispiel für guten Tukey-Anscombe Plot
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Beispiele für schlechte Tukey-Anscombe Plots

Fehlervarianz nicht konstant Systematischer
Fehler
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Residuenanalyse: QQ-Plot

 QQ steht für quantile-quantile
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Residuenanalyse: QQ-Plot

langschwänzig

linksschief rechtsschief

kurzschwänzig

normal
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QQ-Plots: Streuung von «guten» QQ-Plots
(𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎,𝑹𝑹𝒊𝒊 ∼ 𝓝𝓝(𝟎𝟎,𝟏𝟏))
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Zusammenfassung

 Tests/Intervalle für die 𝛽𝛽𝑗𝑗 ’s  macht der Koeffizient Sinn?
 Intervalle für die 𝑦𝑦𝑖𝑖’s Wo könnte ein 𝑉𝑉𝑂𝑂2𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥 liegen?
 Residuenanalyse  Stimmt mein Modell?

Hausaufgaben
 Skript: Kapitel 5.2 fertig lesen
 Serie 12 lösen
 Quiz 12 bearbeiten
 etutoR Lektion 9 (vorletzte Woche...)
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