Prof. Peter Bithlmann Mathematik IV: Statistik FS 2012

1.

Musterlosung zu Serie 1

a) Nehmen wir an, ein Wiirfel sei rot, der andere schwarz. Falls mit dem roten und dem schwarzen
Wiirfel je eine Eins geworfen wird, haben wir das Ereignis “zwei Einsen”. Das Ereignis “eine Eins
und eine Zwei” kann auf zwei Arten erzeugt werden. Es kann sein, dass mit dem roten Wiirfel
eine Eins geworfen wird und mit dem schwarzen eine Zwei oder umgekehrt. Um diese Ereignisse
formal zu erfassen, benutzen wir Klammern. Der erste Eintrag ist das Ergebnis des roten Wiirfels
und der zweite das Ergebnis des schwarzen. Fiir die obigen Ereignisse haben wir also: (1,1), (1,2)
und (2,1). Mit diesen Uberlegungen erhalten wir den folgenden Ergebnisraum:

0={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(2,6),(3,1)...,(6,6)}
Der Ergebinsraum (2 besteht aus 36 Elementarereignissen.

b) Die Zufallsvariable S ist die Augensumme der Wiirfel. Thr Wertebereich ist also: Wg = {2,3,4,...,11,12}.

In der folgenden Tabelle ist ihre Wahrscheinlichkeits-Verteilung beschrieben:
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c) Wahrscheinlichkeits-Verteilung und (kumulative) Verteilungsfunktion
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a) Es sei X die Anzahl minderwertiger Gliser in der Stichprobe. Unter der Annahme der Unab-

héngigkeit und unter der Voraussetzung, dass alle Glaser gleich hergestellt wurden, sodass jedes
Glas die gleiche Chance hat, von minderwertiger Qualitdt zu sein, ist X binomialverteilt.

b) Unter den gegebenen Bedingungen ist X ~ Bin (n,7) mit n = 50 und 7 = 0.1. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit betragt somit

P[X =3]= (530) 0.13-0.9'7 = 0.139.

c¢) Wenn die Lieferung einen Anteil von 10% minderwertiger Gliser enthélt, ist die Anzahl X min-
derwertiger Gliser in der Stichprobe Bin (n, 7)-verteilt mit n = 50 und 7 = 0.1. Fiir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ergibt sich

3
PIX <3]=) <5k0> (0.1)% - (0.9)°°* = 0.25.

k=0



d)

b)

Fiir den Hersteller stellt sich das Problem, eine kritische Grenze des Anteils minderwertiger Gléser
in einer Stichprobe festzulegen. Er will, falls die Lieferung qualitativ schlecht ist, dass die kritische
Grenze mit hoher Wahrscheinlichkeit iiberschritten wird. Auf der anderen Seite will er, dass die
Grenze moglichst nicht {iberschritten wird, falls die Qualitét in Ordnung ist.

Kommentar:

Wie Teilaufgabe c) illustriert, kann ihm der Zufall dabei ziemlich in die Quere kommen: Mit
einer Wahrscheinlichkeit von ca. 25% wird er aus einer Lieferung, die 10% minderwertige Gléser
enthiilt, eine Stichprobe (n = 50) ziehen, die weniger als drei minderwertige Gliser enthélt. Drei
minderwertige Gliser entsprechen in der Stichprobe einem Anteil von 6%.

Dies zeigt, dass er aufgrund einer Stichprobe vom Umfang n = 50, die 6% oder weniger min-
derwertige Gliser enthélt, nicht unbedingt schliessen kann, dass die ganze Lieferung weniger als
10% minderwertige Gléser enthilt. Im Mittel wird er ja jedes vierte Mal rein zufillig eine solche
Stichprobe ziehen und eine falsche Entscheidung treffen! Die Frage ist nun, wie klein der An-
teil minderwertiger Gléser in der gezogenen Stichprobe sein muss, damit der Hersteller davon
ausgehen kann, dass die ganze Lieferung die Qualitdtsstufe A erfiillt. Diese Frage fiihrt auf ein
statistisches Testproblem.

Sei X die Anzahl der verunreinigten Einzelproben in einer Sammelprobe. Die Erfolgswahrschein-
lichkeit p, dass eine Einzelprobe verunreinigt ist, betréigt 0.02. Unter der Annahme, dass die
Einzelproben voneinander unabhiingig sind, gilt X ~ Bin (n = 10,p = 0.02).

Die Wahrscheinlichkeit, in der Sammelprobe keine Verunreinigung zu finden, ist gegeben durch
10 0 10 10
P[X =0] = 0 0.02” - 0.98"" = 0.98"" = 0.817.

Anderer Losungsweg: Jede einzelne Probe ist unabhingig von den anderen Proben mit 98%
Wahrscheinlichkeit sauber. Also gilt (Multiplikationssatz fiir unabhiingige Ereignisse)

10
P [alle Proben sauber] = H P [i-te Probe sauber] = 0.98'% = 0.817.

i=1
Die Zufallsvariable Y kann nur die Werte 1 oder 11 annehmen, denn:

e falls alle Proben sauber sind, ist man nach einer Untersuchung fertig: Y=1

e sonst muss man jede Probe einzeln untersuchen (man darf nicht stoppen, wenn man die erste
verunreinigte Probe gefunden hat, denn es kénnte ja noch mehrere geben!), also Y=11.

Folglich
P[Y =1] = P|alle Proben sauber] = 0.817
PlY =11] = 1-P[Y =1]= 0.183

Die durchschnittliche Anzahl Analysen pro Sammelprobe ist gegeben durch den Erwartungswert
der Zufallsvariablen Y:

E[Y] = Y kP[Y=k=1-P[Y=1]+11-P[Y = 11]
k=0
= 1-0.817+11-0.183 =2.83

“Im Durchschnitt” spart man also 10 — 2.83 = 7.17 &~ 7 Untersuchungen ein.



