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Musterlosung

1. (8 Punkte)

Anna isst gerne Joghurts und hat jederzeit viele Joghurts im Kiihlschrank stehen. Manchmal verliert
sie den Uberblick und ein paar Joghurts iiberschreiten das Haltbarkeitsdatum um wenige Tage. Aus
Erfahrung passiert ihr dies in 10% der Féllen (P(H¢) = 0.1). Da Anna aber nicht gerne Lebensmittel
wegwirft, mochte sie die Situation statistisch anschauen. Sie fragt die Joghurtfirma um Auskunft,
welche ihr verspricht, dass beim Einhalten des Haltbarkeitsdatums sich in 99.5% der Fillen auch
keine Anzeichen von Schimmel bilden (P(S¢ | H) = 0.995). Anna weiss aus Erfahrung auch, dass
Joghurts, welche bei ihr im Kiihlschrank das Haltbarkeitsdatum tiberschreiten, oft noch keinen Schim-
mel gebildet haben. Sie rechnet mit 70% (P(S¢ | H¢) = 0.7).

Wir definieren folgende Ereignisse:

H := Haltbarkeitsdatum nicht {iberschritten
H¢ := Haltbarkeitsdatum iiberschritten
S := Schimmelbildung (Joghurt ungeniessbar)

S¢ := keine Anzeichen von Schimmel (Joghurt geniessbar)

a) (1 Punkt) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Joghurt mit eingehaltenem Halt-
barkeitsdatum sich trotzdem Schimmel bildet?
Wir kennen die Wahrscheinlichkeit des Komplements:

PIS| H) =1—P[S°| H] = 1 - 0.995 = 0.005

b) (1 Punkt) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Anna einen Joghurt aus ihrem Kiihlschrank
herauszieht, welcher die Haltbarkeit nicht iiberschreitet und keinen Schimmel hat?
P(HNS) =P(S| HYP(H) = 0.995(1 — 0.1) = 0.8955 ~ 0.9

c) (2 Punkte) Thomas ist bei Anna zu Besuch und mochte einen Joghurt essen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit nimmt Thomas einen schimmeligen Joghurt aus Annas Kiihlschrank? (Er-
satzresultat: 0.04)
Wir zerlegen in disjunkte Ereignisse und benutzen dann die Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit:

PIS] = PISNH|+P[SNH] = P[S | HIP[H]+P[S | H|P[H®] = 0.005+0.9+(1—0.7)%0.1 = 0.0345 ~ 3%

Thomas muss sich nicht viele Sorgen machen. (1 Punkt Formel, 1 Punkt Ergebnis)

d) (3 Punkte) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein schimmelfreier Joghurt in Annas Kiihlschrank

das Haltbarkeitsdatum einhélt (P(H | S¢))? Sind H und S¢ unabhingig?
Wir benutzen den Satz von Bayes:

PS¢ | HIP[H]  0.995%0.9

P[Se] ~ 1-10.0345
Somit sieht man, dass H und S°¢ abhingig sind (P(H | S¢) # P(H)). 1 Punkt Formel, 1 Punkt
Ergebnis, 1 Punkt Unabhangigkeit.

e) (1 Punkt) Was ist die Wahrscheinlichkeit P(H | H)?
Per Definition ist das 1.

PlH | S = = 0.9274987. (mit Ersatzresultat 0.9328125)

2. (8 Punkte)

Der Forscher Dominik versucht in seinen Ferien (zum Leidwesen seiner Frau) die Verteilung von
Sandkorngrossen in der Ndhe des Strandhauses zu untersuchen. Mit Hilfe eines Mikroskops hat er
folgende kumulative Verteilungsfunktion bestimmt
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F(I)::a:Q—i—l (1+12>,x>0

welche den Durchmesser X (in mm) von Sandkdrnern sinnvoll beschreibt.




a)

b)

d)

(1 Punkt) Bestimmen Sie die Dichte zur Verteilungsfunktion F'(x). Die Dichte kann man mit der
Ableitung der Verteilungsfunktion erhalten:
2z(z? +1) — 2222 2x

f(z) = F’(I) = (22 +1)2 = (22 + 1)2'

(1 Punkt richtige Antwort)
(1.5 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir das a—Quantil g, gilt

- a
Qe =\ 14

Das aa—Quantil ist definiert als derjenige Wert, welcher mit o Wahrscheinlichkeit unterschritten wird.
Deshalb gilt fiir das a—Quantil per Definition:

P(X < ¢a) = F(ga) = a.

(0.5 Punkte)
Mit Einsetzen in die gegebenen kumulativen Verteilungsfunktion haben wir:

a

Auflésen nach g, ergibt

qi(l—a)zoc
s o«
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(1 Punkt fiirs richtige Auflésen)
(1 Punkt) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Dominik ein Sandkorn in die Hand nimmt,
welches grosser als 1mm ist?
Die Wahrscheinlichkeit berechnet sich wie folgt
1
P(X>1):17P(X§1):17F(1):17m:170.5:0.5
Das heisst, 1mm ist der Median. (1 Punkt)
(1 Punkt) Aus seinen Messungen hat Dominik beobachtet, dass etwas mehr als die Hilfte der
Sandkorner einen Durchmesser zwischen 0.5mm und 2mm haben. Was ist die Wahrscheinlichkeit
unter F', dass ein Sandkorn einen Durchmesser zwischen 0.5mm und 2mm hat?
Die Wahrscheinlich des Durchmessers eines Sandkorns zwischen 0.5mm und 2mm zu liegen ist
P05<X<2)=P(X<2)—P(X<0.)5)
= F(2) — F(0.5) =0.8—-0.2=0.6.
Die Verteilung reflektiert also die Beobachtung. (1 Punkt)
(1.5 Punkte) Angenommen wir beobachten die Durchmesser von zwei Sandkérnern (Unabhéngigkeit
ist gegeben). Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Durchmesser kleiner als 1mm
sind? Wir definieren zwei Zufallsvariablen als X; := Durchmesser vom ersten Sandkorn und X5 :=
Durchmesser von den zweiten Sandkorn. Um nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
bendtigen wir die folgende Zufallsvariable

T .= maX(Xl, Xz)

Beide Durchmesser sind kleiner als 1mm ist equivalent zur Aussage, dass der maximale Durchmesser
T kleiner als 1mm ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann

P(T <t)=P(X; <1lund X5 <1) (0.5 Punkte fiir richtige Wahrscheinlichkeit)
=P(X; <1)-P(X2<1) daunabhingig

() e

(1 Punkt fiir die richtige Antwort)



f) (2 Punkte) Wie viele zufiillige, unabhéingige Sandkérner muss Dominik mindestens unter dem
Mikroskop anschauen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90% mindestens ein Sand-
korn mit einem Durchmesser grosser als 2mm zu messen?

Angenommen wir haben n Durchmesser X3, ..., X,, von n unabhangigen Sandk&rnern gemessen. Die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Durchmesser aus insgesamt n grosser ist als 2mm ist

P(max(Xq, ..., Xp) > 2mm) = 1 — P(max(Xy, ..., Xp,) < 2mm) (0.5 Punkte)
=1-P(X;1 <2)-...- P(X,, <2) Unabhé&ngigkeit (0.5 Punkte)
=1-(0.8)".

Wir verlangen, dass diese Wahrscheinlichkeit grosser ist als 0.9, deshalb muss 1 — (0.8)™ > 0.9 fiir ein
minimales n. Falls nun Gleichheit herrscht haben wir

(0.8)" =0.1
nlog(0.8) = log(0.1)
log(0.1)
"7 1og(0.8)

Da n die minimale natiirliche Zahl ist, fiir welche 0.1 > (0.8)™ gilt, braucht man also mindestens
n = 11 Sandkdérner um eine solche Wahrscheinlichkeit zu erhalten.
(0.5 Punkte fiir 10.3 0.5 Punkte fiir aufrunden auf 11)

3. (7 Punkte)
Jan ist Versicherungsexperte. Um die Kosten X (in CHF) von Versicherungsfillen zu modellieren,
verwendet er folgende Dichtefunktion:

V2 o (—22) i
) irz >0

oy = e (5) B
0 fir x <0,

wobei 6 > 0 ein unbekannter Modellparameter ist.

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion basierend auf n unabhingigen, identisch verteil-
ten Beobachtungen x1, ..., x, einer Zufallsvariable mit obiger Dichte. Vereinfachen Sie die Terme
jeweils so weit wie moglich. Die Likelihoodfunktion hat folgende Form:

n
L(9) = (%) exp (—o5 Soiq 2?) firaz; >0,i=1,...,n
0 sonst.

Bei einem kleinen Fehler 1/2 Punkt Abzug. Ganzer Punkt auch wenn Fallunterscheidung vergessen.
2
1/2 Punkt fiir richtige Likelihoodfunktion, 1/2 Punkt fiir []7_, 22 (—55).

i=1 \/ﬁ exXp
b) (2 Punkte) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schéitzer Ay fiir 6 basierend auf n unab-
hiingigen, identisch verteilten Beobachtungen 1, ..., ;. Schreiben Sie die allgemeine Form auf.
(Ersatzresultat: Oyg = n—lﬂ S 2?) Fiirz; >0,i=1,...,n ist die Loglikelihoodfunktion
n 2 1 o
L) = "tog (2] = L3752
(6) = 5 log (97r> 20 ;x

Ableiten ergibt
I/ __n L En 72
() 20 292i - v

Da der Maximum-Likelihood-Schatzer die Loglikelihoodfunktion maximiert, erhalten wir die Bedingung

n

VI N T e g
0="L'(h) = 29+292Zx1.

i=1



Durch Umformen erhalten wir folgenden Schatzer:

1 n
2 2 : 2
9|\/||_E = — l‘i.
n 4
=1

Fiir kleine Fehler jeweils 1/2 Punkt Abzug. Falls falsche Likelihoodfunktion aus a) verwendet wurde,
z3hlt dies in der Regel als Folgefehler. 1 Punkt fiir die Log-likelihoodfunktion, 1 Punkt fiir das Ableiten
und Auflésen.

c) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Varianz von fypg fiir den Fall # = 1. Sie konnen verwenden, dass
Var(X?) = 262.

Var(uLe) = Var(% zn:xf) = leVar(ZzT:: r?) = % izr::Var(x?) = % n-20% = %
Wir haben verwendet, dass x; i.i.d. verteilte Zufallsvariablen sind. Fiir kleine Fehler jeweils 1/2 Punkt
Abzug. 1 Punkt fiir 1Var(2?).

d) (2 Punkte) Berechnen Sie £(X) (Ersatzresultat: £(X) = %) und bestimmen Sie damit den Mo-
mentenschéitzer Oyioment fiir € basierend auf n unabhéngigen, identisch verteilten Beobachtungen
f/lli’t';.);'a’r'ggl'ler Integration gilt

0= [t on (-3 ) |- Few(-3)] -

Folglich ist der Momentenschatzer:

3B

2
s -~
OMoment = 5 (n lez>
Fiir kleine Fehler innerhalb der Aufgabe jeweils 1/2 Punkt Abzug. 1 Punkt fiir Erwartungswert, 1
Punkt fiir das Aufldsen nach 6.

4. (7 Punkte)
Ein Lebensmittelhersteller behauptet, dass ein neuentwickeltes Proteinbrot seiner Marke deutlich mehr
Eiweiss enthélt als das der Konkurrenz. Es soll 40g Eiweiss pro 100g Brot enthalten. Der Alpinist
Christopher ist skeptisch und misst den Eiweissgehalt in n = 30 Broten nach. Die Brote haben
jeweils eine Masse von 100g. Wir nehmen an, dass die Messungen unabhéngig voneinander und
identisch geméiss einer Normalverteilung verteilt sind. Mit X; bezeichnen wir die i-te Messung des
Eiweissgehaltes. Wir haben also X; ~ N (i, 0?). Folgende Schiitzer wurden ermittelt:

Wir wollen nun mit einem ¢-Test untersuchen, ob die Messergebnisse auf einen signifikant kleineren
Wert fiir den Eiweissgehalt hinweisen als vom Hersteller angegeben. Verwenden Sie das Signifikanzniveau
a = 0.05.

a) (2 Punkte) Schreiben Sie die Nullhypothese, die Alternativhypothese und die Teststatistik dazu
auf. Um welche Art von Test handelt es sich? (Einstichprobentest, Zweistichprobentest, einseitig,
zweiseitig, .. .)

Ho : p=po
Hy :p < pp.



b)

Es handelt sich um einen einseitigen Einstichprobentest. Die Teststatistik ist gegeben als

T:\/ﬁu;uo, (1)

mit S, = \/ﬁ St (X; — f1)2. (0.5 Punkte fiir richtige Null- und Alternativhypothese, 0.5 Punkte
fiir einseitigen Einstichprobentest, 1 Punkt fiir richtige Teststatistik.)

(1 Punkt) Fiihren Sie den entsprechenden ¢-Test durch: Was ist der Wert der Teststatistik? Was
ist das Resultat des Tests? Zunichst berechnet man s, = V62 = 1/34.44 ~ 5.87. Dann berechnet

sich die Teststatistik als 3914 — 40
T = V302" —— ~ —0.8027 2
v34.44 @
Nun werden die Quantile in der Tabelle nachgeschaut (n — 1 = 29 Freiheitsgrade). Wir erhalten
tan—1 = —1.7. Hy wird also nicht verworfen. (0.5 Punkte fiir Wert der Teststatistik und 0.5 Punkte

fiir richtigen Testentscheid)

Nehmen Sie nun an, dass die Standardabweichung bekannt ist und verwenden Sie ¢ = 5. Wir wollen
weiterhin untersuchen, ob die Messergebnisse auf einen signifikant kleineren Wert fiir den Eiweissgehalt
hinweisen als vom Hersteller angegeben.

c)

d)

(2 Punkte) Betrachten Sie nun den entsprechenden Z-Test mit o = 0.05. Welchen Wert miissten
wir fiir das arithmetische Mittel & beobachten, um die Nullhypothese gerade noch zu verwer-
fen? Runden Sie das Ergebnis auf zwei Nachkommastellen. Das 5% Quantil der Standardnor-
malverteilung ist ®~1(0.05) = —1.64. Dann gilt: z = \/ﬁ% = —1.64. Auflésen nach [ ergibt
it =~ 38.5. Dies ist der grosste Wert fiir das arithmetische Mittel i, bei dem wir die Nullhypothese
gerade noch verwerfen wiirden. (1 Punkt fiir richtige Formel fir /i und 1 Punkt fiir richtigen Wert.
Bei falschem Quantil Teilpunkte.)

(2 Punkte) Berechnen Sie die Macht des Z-Tests unter der Alternativhypothese pg = 39 mit
o = 5. Runden Sie das Ergebnis auf zwei Nachkommastellen.

Sei Y ~ N(ua,o/+/n). Die Macht berechnet sich wie folgt: P(Y < 38.5) = @(\/HMT*“A) =
$(—0.55) ~ 0.29. (1 Punkt fiir Ausdruck ®(y/n22=£4) und 1 Punkt fiir richtiges Ergebnis)



5. (10 Punkte) Entscheiden Sie fiir jede Aussage, ob sie richtig oder falsch ist. Markieren Sie Ihre
Antwort auf dem separaten Multiple Choice Antwortblatt.

a) (2 Punkte) R, R, R, R
b) (2 Punkte) R, F, R, R
c) (2 Punkte) F, F, R, R
d) (2 Punkte) F, R, R, R
e) (2 Punkte) F, R, R, R



