Dr. L. Meier Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung Sommer 2013

Musterlosung

1. a) (2 Pt) (1 Pt pro richtige Antwort).
P(GIW) =1 —P(G|W) =1-0.9=0.1=10%

1 2 1
P(G) = P(GNW) +P(GAW) =075 3 +0.1 % = % — 31.67%

b) (2 Pt) (1 Pt fiir die Formel P(W|G) = P(G|W) - P(W)/P(G)
PW)
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c) (2 Pt) (1 Pt fur P(W N G°) oder P(W° N G) richtig berechnet).
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d) (2 Pt) Sei X die Zufallsvariable des Lohns.
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E[X] =5000-P(GNW)+0-P(GNW*)+ 1000 - P(G)
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e) (1 Pt) 1—-0.75'0 = 0.944.

2. (10 Punkte)
Die Krankenkasse easyHealth bietet einen sehr giinstigen Studententarif fiir 160 Franken pro Jahr an.
Sie hat pro Kunde einen jéhrlichen Administrationsaufwand von 100 Franken. Zusétzlich fallen die
variierenden Gesundheitskosten (Arztrechnungen etc.) an. Zur Modellierung der Gesamtkosten X
pro Kunde und Jahr benutzt die Krankenkasse die folgende Dichte

0 r<c
fl) =19 e
zoFT xr>c
wobei ¢ > 0, « > 1 Parameter sind.

Tipp: Beachten Sie bitte fiir alle untenstehenden Berechnungen, dass die Dichte 0 ist fiir x < c.

a) (1 Punkt) Wofiir steht in dem Modell der Parameter ¢ und welchen Wert hat er? Hinweis: Nichts
rechnen. (1 Punkt) c ist der Minimalwert der Verteilung und hat daher hier den Wert 100 (die
Administrationskosten, die in jedem Fall anfallen).

b) (2 Punkte) Was sind die erwarteten Gesamtkosten pro Kunde und Jahr? (2 Punkte)

«

E[X]= /OO xf(z)dx (0.5Pt) = /OO x:a—cjldx (0.5Pt) = ac? [x*ourl]o" —c.

. (1Pt).
oo —a+1 a—1

Nehmen Sie von nun an o = 3 und den Wert fiir ¢ aus Teilaufgabe a). Falls Sie Aufgabenteil a) nicht
16sen konnten, verwenden Sie ¢ = 120.



¢) (2 Punkte) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Gesamtkosten fiir einen Kunden pro Jahr
weniger als 200 Franken betragen? Ersatzresultat: 0.8. (2 Punkte)

200 200
(e « o 7
P(X < 200) = F(200) (0.5Pt) :/ %dw (0.5Pt) = [—;a} —1- (ﬁco) = 5 = 0875

Oder mit Ersatzresultat ¢ = 120 aus a): 15 = 0.784

d) (2 Punkte) Ein Kunde ist 5 Jahre (fiir die Dauer des Studiums) in diesem Tarif versichert.
Angenommen die Gesamtkosten in den einzelnen Jahren sind unabhéngig, was ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die jahrlichen Gesamtkosten fiir einen Kunden in mindestens 2 Jahren mehr als
200 Franken betragen? (2 Punkte) Wir definieren die Zufallsvariable Y als die Anzahl Jahre,
in denen die Gesamtkosten mehr als 200 Franken betragen haben. Dann gilt Y ~ B(5,p), wobei
p=1— P(X < 200) (aus Aufgabenteil c)). Somit:

PY>2=1-P(Y<2)=1-P(Y =0)-P(Y =1) (1Pt)
=1—(1-p)°=5p(1—p)*=0.1207 (1Pt)

Oder mit Ersatzresultat P(X < 200) = 0.8: 0.2627
Oder mit Ersatzresultat P(X < 200) = 0.784: 0.2958

e) (3 Punkte) easyHealth hat zur Zeit 250 studentische Kunden. Was ist (approximativ) die
Wahrscheinlichkeit, dass easyHealth mit diesem Tarif in einem Jahr Gewinn macht? Sie kon-
nen die folgende Formel ohne Herleitung benutzen:
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Falls Sie b) nicht gelost haben, verwenden Sie als Erwartungswert von X den Wert 155.
(3 Punkte) Wir definieren die Zufallsvariable G als Differenz aus Einnahmen und Kosten: G = 250 -
160—2?2 X, wobei X; iid Kopien von X sind (1Pt). Dann gilt (mit dem zentralen Grenzwertsatz):
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wobei 1 = E[X] und 02 = var(X). Somit erhalten wir
P(G > 0) ~ & '(1.8257) = 0.96 (1Pt)
Oder mit Ersatzresultat ¢ = 120:
P(G >0) ~ & (—3.0429) = 1 — ®1(3.0429) = 1 — 0.9988 = 0.0012

Oder mit Ersatzresultat E[X] = 155: P(G > 0) ~ ®71(0.9129) = 0.8186.
Oder mit beiden Ersatzresultaten: P(G > 0) ~ ®~1(0.7607) = 0.7764.

3. (7 Punkte)
Wir betrachten die Daten

X1 T2 x3 T4 Ts5
1.52 212 228 1.72 1.86

die wir als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen mit folgender Dichte auffassen:

0 <0
c-a%x?’e*% x>0

flay={

wobei ¢ eine (bekannte) Konstante ist und 6 > 0 der Parameter ist. Wir wollen den unbekannten
Parameter 6 aus obiger Stichprobe schétzen.

Hinweis: Fiir eine Zufallsvariable X mit obiger Dichte gilt £[X] =4 - 6.



a)

b)

(2 Punkte) Bestimmen Sie die Likelihood- und die log-Likelihoodfunktion basierend auf n unab-
héingigen identisch verteilten Beobachtungen x4, ..., x,, einer Zufallsvariablen mit obiger Dichte.
Schreiben Sie die allgemeine Form auf. Die konkreten Werte brauchen Sie nicht einzusetzen, auch
die Maximierung miissen Sie nicht durchfiihren.

L0;21,...2n) = ﬁHm§6_%

1 n
log £(6; x1,...x,) = nln(c) — 4nln(0 +3Zln x;) éz

(jeweils 1 Punkt, insgesamt: 2 Punkte)

(2 Punkte) Bestimmen Sie den Momentenschétzer fiir 6, sowohl basierend auf n unabhéngigen
Beobachtungen x1, ..., x,, wie auch den realisierten Wert fiir die gegebene Stichprobe.
Gleichsetzen der Momente, E[X] = £ 3" | z;, ergibt Opronr = 214:7;“7 = 0.475. In diesem Fall ist

OriLe = Onront.
(jeweils 1 Punkt fiir richtige Formel und korrekten Wert, insgesamt: 2 Punkte)

Der Maximum-Likelihood Schétzer ist hier gegeben durch

)

d)

b)

c)

. 1 1 n
921 (nZX>
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(2 Punkte) Wie gross ist der Erwartungswert und die Varianz von 8, falls die Daten (mit n = 5)
von obiger Verteilung mit § = 1 stammen?

Hinweis: Var(X) =462
- 1
EM :@;E[Xi] —h=1

(1 Punkt) und

(1 Punkt).

(1 Punkt) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Maximum-Likelihood Schétzer bei einer Stich-
probe von 5 Werten gerade dem wahren Parameter entspricht? P(6 = 6) =0 (1 Punkt).

t-Test fiir U; ~ N(p, 02):

e Hy: =0, Hp:p#0(0.5Pt)

o Teststatistik 7' = 52~ ~ t,—1 unter Hy (0.5 Pt)
Verwerfungsbereich K = (—o0, —ts,0.975] U [ts,0.975,00) = (—00, —2.31] U [2.31,00) (0.5 Pt)
e Testentscheid: ¢t = 2.53 € K, also wird Hy verworfen. (0.5 Pt)

Notwendige Annahme: die Daten sollten normalverteilt sein (sonst stimmt die Verteilung der Test-
statistik und damit Verwerfungsbereich und Niveau nicht). (1 Pt)

Das zweiseitige Vertrauensintervall fiir den ¢-Test ist gegeben durch I = ug + ft80975 (0.5 Pt).
Also I = [1.27,26.95] (0.5 Pt).
Vorzeichentest fiir X; ~ I

e Hy: F71(0.5) =0, Ha:F~'(0.5+#0)(0.5Pt)
Teststatistik 7' = #{X; > 0} ~ B(9,0.5) unter Hy (0.5 Pt)
Verwerfungsbereich: Hierfiir bendtigen wir die folgenden Werte der Binomialverteilung:

— P(T'=0)=P(T=9)=0.002

- P(T'=1)=P(T=8)=0.018

- P(T=2)=PT="7)=0.07
Fiir den Verwerfungsbereich K gilt Py, (T € K) < 5%, somit ist K = {0;1;8;9} (0.5 Pt)
Testentscheid: T =7, also wird Hy nicht verworfen (0.5 Pt)



d) Die Macht ist umso grésser je weiter die Alternativhypothese von der Nullhypothese entfernt ist, also
berechnet Alain eine gréssere Macht. (1 Pt) Fir H4 : ¢ — 0 stimmen Null- und Alternativhypothese
tiberein, also ist Macht gleich Niveau (in diesem Fall 5%). (1 Pt)

5. (12 Punkte)

a) Die Ereignisse A und B seien disjunkt und P(A) > 0 sowie P(B) > 0. Dann gilt in

diesem Fall
Richtig Falsch

e P(A|A)=1 o O
e P(ANB)=0 o O
e 1 —P(AUB) > P(A°) + P(B°) — 1 O O
e P(A°UB) =1-P(A) O O

R.R,F.R

b) Betrachten Sie folgende Aussagen zu stetigen Zufallsvariablen.
Richtig Falsch

e Sei X ~ N (8,4), dann ist P(X >4) =0.5. O O

e Fiir jede beliebige stetige Zufallsvariable X mit £[X] = p gilt O O
E[X —pul=0.

e Die gemeinsame Dichte von X und Y sei unbekannt. Sie kénnen diese aber im- O O

mer aus der Randdichte fx (x) und der bedingten Dichte fy|x—,(y) bestimmen,
falls Sie diese kennen.

e Die Zufallsvariable U sei Uni(0,1)-verteilt und A > 0 eine Konstante. Dann ist O O

log(1-U)
A

eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable.
F.R.RR

¢) Wir betrachten den statistischen Test Hy : § = 6y und Hy : 6 # 6y, wobei 6 ein
Parameter in einem Modell und 6, ein vorgegebener Sollwert ist.
Richtig Falsch
e Wenn die Nullhypothese auf dem Signifikanzniveau 5% nicht verworfen wird, so O O
iiberdeckt das entsprechende 95%-Vertrauensintervall fiir 6 den Wert 6y nicht.

e Wenn wir Hy verwerfen, obwohl Hy in Tat und Wahrheit stimmt, dann machen O O
wir einen Fehler 1. Art.

e Mit obigen Angaben ist es moglich, die Macht des Tests zu berechnen. O O

e Falls wir Hy verwerfen, wenn immer der p-Wert kleiner gleich 10% ist (und O O
sonst nicht), so haben wir das Signifikanzniveau kontrolliert auf dem Niveau
10%.

F,R,F,R



d) Betrachten Sie das Histogramm und die empirische kumulative Verteilungsfunktion
einer Stichprobe mit 100 (verschiedenen) Beobachtungen.
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Richtig Falsch
e Der Median ist (leicht) grosser als 0. O O
e Ca. 20% der Daten sind kleiner als —1. O O
e Nur 1 Beobachtung ist (strikt) kleiner als —4. O O
e Die Daten sind symmetrisch verteilt. O O

R, R, R, F

e) Betrachten Sie folgende Aussagen zu statistischen Tests.

Richtig Falsch

e Der Annahmebereich bei einem ¢-Test (fiir eine Stichprobe) entspricht gerade O
dem Vertrauensintervall fiir den Erwartungswert.

e Bei gepaarten Vergleichen arbeitet man stets mit den Differenzen der einzelnen O
Messwert-Paare und verwendet dann gewohnliche Methoden fiir eine Stich-
probe.

e Gepaarte Vergleiche kann man sicher nur dann durchfiithren, wenn die beiden O

Stichproben gleich gross sind.

e Wenn man bei einem Z-Test die Anzahl Beobachtungen verdoppelt, dann wird O
das 95%-Vertrauensintervall fiir den Erwartungswert auch doppelt so breit.
F,R,R, F
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O



f) Sie haben fiir einen Datensatz (z;,y;),7 = 1,...,n das einfache lineare Regressions-
modell
Y; = fo + Brx; + B, E;iid. ~ N(0,0?)

angepasst und folgenden Output bzw. Plots erhalten.

Estimated Coefficients:

Estimate SE tStat pValue
(Intercept) 3.3287 1.0918 3.0489 0.0093195
x1 0.46741 0.12008 3.8925 0.0018521
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Angepasste Werte Theoretische Quantile
Richtig Falsch
e Die Modellvoraussetzungen sind hier gut erfiillt. O O
e Esist B, = 0.46741. O O

e Die Nullhypothese Hy : 81 = 0 vs. Hs : 1 # 0 wird auf dem 5%-Niveau O O

verworfen.

Den Wert der Geraden an der Stelle z = 10 schiitzen wir hier (gerundet) mit O O
8.
R,R,R,R



