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Kapitel 5

Regression

5.1 Korrelation und empirische Korrelation

Die gemeinsame Verteilung von abhéingigen Zufallsvariablen X und Y ist i.A. kompliziert,
und man begniigt man sich oft mit einer vereinfachenden Kennzahl zur Beschreibung der
Abhingigkeit. Die Kovarianz und Korrelation zwischen X und Y sind wie folgt definiert:

Cov(X,Y)=E[(X — ux)(Y —puy)] (Kovarianz)
Corr(X,Y) = pxy = Cov(X,Y)/(oxoy) (Korrelation),

wobei ox = /Var(X), und analog fiir oy.

Die Korrelation pxy ist eine dimensionslose, normierte Zahl
mit Werten pxy € [—1,1].

Die Korrelation misst Stéirke und Richtung der linearen Abhéngigkeit zwischen X und
Y. Es gilt

Corr(X,Y) = +1 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein @ € R und ein b > 0,
Corr(X,Y) = —1 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein a € R und ein b < 0.
Uberdies gilt:
X und Y unabhingig =— Corr(X,Y)=0. (5.1)

Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

5.1.1 Die empirische Korrelation

In Kapitel 4.2.2 und Abbildung 4.3 haben wir ein Beispiel gesehen, wo die Daten (z1,y1), ..., (Zn, Yn)
als Realisierungen von i.i.d. Zufalls-vektoren (X1,Y1),...,(X,,Y,) aufgefasst werden kon-
nen.

Die empirischen Korrelation ist dann

Y (@i —T)(yi — 9) .
Vi (@ =22/ 20 (v — 9)?
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Analog zur Korrelation gelten die folgenden Eigenschaften:

pAXYE[_]-a]-]a
pxy =+1 & y; =a+bx; fir alles = 1,...,n, und fiir ein a € R und ein b > 0,
pxy =—1 & y;=a-+bz; fuirallet=1,...,n, und fiir ein a € R und ein b < 0.

5.2 Einfache lineare Regression

Wir betrachten das folgende Beispiel aus der Chemie. Die Dimerisation von 1,3-Butadien
lduft nach einem Reaktionsmodell zweiter Ordnung ab und ist deshalb charakterisiert
durch die Gleichung %C (t) = —kC(t)?, wobei C hier den Partialdruck des Edukts und ¢
die Zeit bedeutet. Diese Gleichung hat Losungen der Form

1 1 y
@ = m + xt.
Messungen zu verschiedenen Zeitpunkten im Ablauf der Reaktion sind in Abbildung 5.1
dargestellt. Die letzte Gleichung zeigt, dass der Kehrwert des Partialdruckes linear von
der Zeit abhingen sollte. Wegen zufilligen Messfehlern und kleinen systematischen Ab-
weichungen vom einfachen Modell liegen die Punkte nicht genau auf einer Geraden.
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Abbildung 5.1: Partialdruck von Butadien (links) und Kehrwert 1000 x 1/Partialdruck
(rechts), gegen die Zeit aufgetragen

5.2.1 Das Modell der einfachen linearen Regression

Im obigen Beispiel haben wir Daten

(xlayl)a ) ($nayn)7

wobei z; der Zeitpunkt der i-ten Messung und y; der Kehrwert des Partialdrucks der i-ten
Messung bezeichnen. Diese fassen wir auf als Realisierungen des folgenden Modells:

Ei,...,Eyiid. , £(E;) =0, Var(£;)) = o
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Die Y-Variable ist die Zielvariable (engl: response variable) und die z-Variable ist die
erklirende Variable oder Co-Variable (engl: explanatory variable; predictor variable;
covariate). Die Zufallsvariablen E; werden o6fters als Fehler-Variablen oder Rausch-Terme
bezeichnet. Sie besagen, dass der Zusammenhang zwischen der erkldrenden und der Ziel-
Variablen nicht exakt ist. Die erklirenden Variablen z; (i = 1,...,n) sind deterministisch,
hingegen sind die Ziel-Variablen Y; Zufallsvariablen (wegen den Zufalls-Variablen E;).

Die Modelle fiir die Funktion A(-) sind:

h(z) = o + iz : einfache lineare Regression,

h(z) = prz : einfache lineare Regression durch Nullpunkt.

Meistens betrachten wir das allgemeinere Modell mit einem Achsenabschnitt Gy. Das Mo-
dell ist illustriert in Abbildung 5.2, wo fiir die Fehler-Variable eine N'(0,0.12)-Verteilung
spezifiziert wurde.

Y Wahrschein- lichkeits- dichte

1.6 18 2.0 X

Abbildung 5.2: Veranschaulichung des Regressionsmodells Y; = 4 — 2z; + E; mit E; ~
N(0,0.12) fiir drei Beobachtungen.

5.2.2 Parameterschitzungen

Die unbekannten Modell-Parameter in der einfachen linearen Regression sind Sy, (1 und
auch die Fehlervarianz o2. Die Methode der Kleinsten-Quadrate liefert die folgenden Schiit-
zungen:

n
o, 1 sind Minimierer von Z(Yz — (Bo + Brzi))?.
i=1

Die Lésung dieses Optimierungsproblem ist eindeutig:

Yiey (Vi = Vo) (21 — Zn)
2 i (@i — Zn)?

,30 = gn_ﬁlfn-

B =

Das Prinzip der Kleinsten-Quadrate liefert sogenannt erwartungstreue Schéitzungen:
E(Bo) = Po, E(Br) =B,
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das heisst, dass die Schétzungen keinen systematischen Fehler haben (z.B. sind sie nicht
systematisch zu gross was bedeuten wiirde, dass z.B. £(31) > (1).

Fiir die Schéitzung von o2 beniitzen wir das Konzept der Residuen. Falls wir Realisationen
der Fehler-Terme E; beobachten kénnten, so konnten wir die empirische Varianzschéitzung
fur 02 verwenden. Hier approximieren wir zuerst die unbeobachteten Fehler-Variablen E;
durch die Residuen:

Da E; =Y; — (Bp + f1z;) scheint die Approximation R; = E; verniinftig. Als Varianzschét-
zung benutzt man dann:

1 n
6% = > R (5.2)
=1

n—2 4

Dabei ist zu beachten, dass (bei einfacher linearer Regression mit einem Achsenabschnitt
Bo) gilt: > | R; = 0. Das heisst, die Varianzschitzung in (5.2) ist wie die empirische
Varianz bei einer Stichprobe (siehe Kapitel 4.6.1), ausser dass wir den Faktor 1/(n —
2) anstelle von 1/(n — 1) nehmen. Dieser Faktor entspricht der folgenden Faustregel:
1/(n— Anzahl Parameter), wobei die Anzahl Parameter ohne den zu schitzenden Varianz-
Parameter zu zihlen ist (in unserem Falle sind dies die Parameter Gy, (1).

Bei einem Datensatz mir realisierten y; (i = 1,...,n) werden die Schitzungen mit den
Werten y; anstelle von Y; gerechnet. Zum Beispiel sind dann die realisierten Residuen von
der Form r; = y; — (fo — p1:)-

5.2.3 Tests und Konfidenzintervalle

Wir diskutieren hier die 2. und 3. Grundfragestellung (siehe Kapitel 3.1) im Kontext der
einfachen linearen Regression. Dabei werden wir entscheidend mehr Schlussfolgerungen
ziehen, als bloss eine best passende Regressionsgerade zu finden.

Der t-Test in Regression

Wir betrachten hier als Beispiel den folgenden Datensatz. Es wurden n = 111 Messungen
gemacht von mittlerer tiglicher Temperatur (z-Variable) und mittlerem téglichem Ozon-
gehalt (Y-Variable). Die Daten und die Regressionsgerade BO + le sind in Abbildung
5.2.3 ersichtlich. Die interessierend Frage in der Praxis lautet: hat die Temperatur einen
Einfluss auf den Ozongehalt. Diese Frage kann man in ein Test-Problem iibersetzen:

HO: /61:07
Hy: B #£0.

Es wird hier “per default” ein zwei-seitiger Test durchgefithrt, ndmlich der t-Test fiir die
Steigung in der einfachen linearen Regression.

Wir machen hier die Annahme, dass
Ei,...,E, iid. N(0,02). (5.3)
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Ozon versus Temperatur

ozone

60 70 80 90

temperature

Abbildung 5.3: Streudiagramm und angepasste Regressionsgerade fiir den Ozon-
Temperatur Datensatz.

Die Teststatistik ist

A
se(pr)
5e(Bh) = \/Var(fr) = = ((7 =
i=1\Ti — T

Unter der Nullhypothese und der Annahme von normalverteilten Fehlern in (5.3) gilt:
T ~ t,_o unter Hy: (1 =0,

und der P-Wert dieses zwei-seitigen t-Test kann dann analog wie in Kapitel 4.6.2 berechnet
werden (mit n — 2 anstelle von n — 1 Freiheitsgraden), und er wird auch von statistischer
Software geliefert.

Vollig analog erhélt man auch einen Test fiir Hy : [y = 0 bei zwei-seitiger Alternative
Hy : fo # 0. Der entsprechende P-Wert, unter Annahme der Normalverteilung in (5.3)
wird von statistischer Software geliefert.

Der Computer-Output vom R bei dem Anpassen einer einfachen linearen Regression fiir
den Datensatz von Ozon als Funktion von Temperatur sieht wie folgt aus:

Call:
Im(formula = ozone "~ temperature)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
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-1.49016 -0.42579 0.02521 0.36362 2.04439

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -2.225984 0.461408 -4.824 4.59e-06 **x
temperature 0.070363 0.005888 11.951 < 2e-16 **x*

Residual standard error: 0.5885 on 109 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5672,Adjusted R-squared: 0.5632
F-statistic: 142.8 on 1 and 109 DF, p-value: < 2.2e-16

Die zweite Kolonne bei “Coefficients” beschreibt die Punktschéitzer Bl (1 =0,1); die dritte
Kolonne die geschitzten Standardfehler 5.6:(8;) (i = 0,1); die vierte Kolonne die Teststati-
stik §;/5-e:(8;) (i = 0,1), welche sich aus der zweiten dividiert durch die dritte Kolonne er-
gibt; die fiinfte Kolonne bezeichnet den P-Wert fiir Hy : 5; =0und Hy : §; #0 (i = 0,1).
Uberdies ist die geschitzte Standardabweichung fiir den Fehler & ersichtlich unter “Resi-
dual standard error”; die “degrees of freedom” sind gleich n — 2.

Konfidenzintervalle

Basierend auf der Normalverteilungsannahme erhilt man die folgenden zwei-seitigen Kon-
fidenzintervalle fiir §; (¢ = 0,1) zum Niveau 1 — a:

/BO + ga(130)7:77,—2;1—01/2 tir S,
B1 £ 5.6(B1)ty—2;1—as fir Bi.

5.2.4 Das Bestimmtheitsmass R?

Die Giite eines Regressionsmodells kann mit dem sogenannten Bestimmtheitsmass R?
quantifiziert werden. Dazu betrachten wir eine Beziehungen zwischen verschiedenen Variations-
Quellen: mit der Bezeichnung ¢; = Bo + frz; fiir den Wert der angepassten Geraden beim
Wert z; ist

n n n

i =) (i —??i)2+Z(’§i -7)°. (5.4)

=1 i=1

~ J ~ J ~ J

SSy SSg SSg

Dabei beschreint SSy die totale Variation der Zielvariablen (ohne Einfluss der erklarenden
Variablen z), SSg die Variation des Fehlers (Residuen-Quadratsumme), und SSg die
Variation, welche durch die Regression erklirt wird (Einfluss der erklirenden Variablen
z). Das Bestimmtheitsmass ist dann wie folgt definiert:

 SSk

2
R SSy’

(5.5)

und beschreibt den Anteil der totalen Variation, welche durch die Regression erklirt wird.
Wegen 5.4 gilt, dass 0 < R? < 1: falls R? nahe bei 1 ist, so erklirt das Regressionsmodell
viel der totalen Variation und ist somit gut; falls R? ~ 0 taugt das Regressionsmodell nicht
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besonders viel. Die Realisation von R? ist im Computer-Ouput zu finden unter “Multiple
R-squared”.

Im Falle der einfachen linearen Regression gilt auch:
R? = Py,

d.h. R? ist gleich der quadrierten empirischen Korrelation.

5.2.5 Allgemeines Vorgehen bei einfacher linearer Regression

Grob zusammengefasst kann bei einfacher linearer Regression folgendemassen vorgegangen
werden.

1. Anpassen der Regressionsgeraden; d.h. Berechnung der Punktschitzer ﬁo, Bl-

2. Testen ob erklirende Variable xz einen Einfluss auf die Zielvariable Y hat mittels t-
Test fiir Hy : 1 =0 und H, : B1 # 0. Falls dieser Test nicht-signifikantes Ergebnis
liefert, so ist das Problem “in der vorliegenden Form uninteressant”.

3. Testen ob Regression durch Nullpunkt geht mittels t-Test fir Hy : Gy = 0 und
Hy @ By # 0. Falls dieser Test nicht-signifikantes Ergebnis liefert, so beniitzt man
das kleinere Modell mit Regression durch Nullpunkt.

4. Bei Interesse Angabe von Konfidenzintervallen fiir 5y und ;.

5. Angabe des Bestimmtheitsmass R2. Dies ist in gewissem Sinne eine informellere (und
zusitzliche) Quantifizierung als der statistische Test in Punkt 2.

6. Uberpriifen der Modell-Voraussetzungen mittels Residuenanalyse. Dieser wichtige
Schritt wird ausfiihrlicher in Kapitel 5.2.6 beschrieben.

5.2.6 Residuenanalyse

Wir werden hier graphische Methoden beschreiben, basierend auf realisierten Residuen
ri(i = 1,...,n), welche zur Uberpriifung der Modell-Voraussetzungen fiir die einfache
lineare Regression eingesetzt werden konnen. Die Modell-Voraussetzungen sind, in priori-
tiarer Reihenfolge, die folgenden.

1. E(E;) =0.
Somit gilt £(Y;) = By + [1x, das heisst: es gibt keinen systematischen Fehler im
Modell.

Abweichungen von dieser Annahme kénnte zum Beispiel durch einen nicht-linearer
Zusammenhang zwischen = und Y verursacht sein.

2. Ey,...,E,iid.
Abweichungen kénnte z.B. eine nicht-konstante Varianz der Fehlers sein, d.h. Var(E;) =
01-2 mit verschiedenen 01-2 firi =1,...,n. Eine andere Abweichung kénnte durch kor-
relierte/abhéngige Fehler verursacht sein.

3. Ey,...,E,iid. N(0,0?).
Abweichungen kénnte durch eine lang-schwéinzige Fehlerverteilung verursacht sein.
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Der Tukey-Anscombe Plot

Der wichtigste Plot in der Residuenanalyse ist der Plot der Residuen r; gegen die ange-
passten Werte §j;, der sogenannte Tukey-Anscombe Plot.
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Abbildung 5.4: Streudiagramm von Tiefe und Fliessgeschwindigkeit (oben links), Tukey-
Anscombe Plots fiir einfache lineare Regression (oben rechts), fiir quadratische Regression
(siehe Kapitel 5.3.1) (unten links) und fiir einfache lineare Regression mit logarithmierten
Variablen log(Y’) und log(z) (unten rechts).

Im Idealfall: gleichmiissige Streuung der Punkte um Null.
Abweichungen:
- kegelformiges Anwachsen der Streuung mit §;
evtl. kann man die Zielvariable logarithmieren (falls Y;’s positiv sind), d.h. man benutzt
das neue Modell

log(Y;) = Bo + Brxs + &;.

- Ausreisserpunkte

evtl. konnen robuste Regressions-Verfahren verwendet werden (siehe Literatur)
- unregelmaéssige Struktur

Indikation fiir nichtlinearen Zusammenhang

evtl. Ziel und.oder erklirende Variablen transformieren (siehe auch das Beispiel in Ab-
bildung 5.1.

Fiir den Ozon-Datensatz ist der Tukey-Anscombe Plot in Abbildung 5.5 gezeigt.

Nichtlineare Zusammenhinge kénnen in der Praxis natiirlich vorkommen: sie zeigen an,
dass die Regressionsfunktion nicht korrekt ist. Abhilfe schaffen die Aufnahme zusétzlicher
erklirender Variablen (z.B. quadratische Terme, siche Kapitel 5.3.1) oder - wie bereits oben
angedeutet - Transformationen der erkldrenden und/oder der Ziel-Variablen. Ein einfaches
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Beispiel ist in Abbildung 5.4 gezeigt, bei dem es um den Zusammenhang zwischen Tiefe
und Fliessgeschwindigkeit von Béchen geht. Bei einfacher Regression zeigt der Tukey-
Anscombe Plot eine klare nichtlineare Struktur, die verschwindet, wenn man entweder
einen quadratischen Term dazunimmt (siehe Kapitel 5.3.1) oder wenn man beide Variablen
logarithmiert (d.h. einen Potenzzusammenhang anpasst mit dem Modell

log(Yi) = Bo + Bilog(zi) +e (i =1,...,n).

Mit so wenigen Daten kann man zwischen diesen beiden Modellen nicht unterscheiden. Die
Nichtlinearitdt des Zusammenhangs ist natiirlich auch im urspriinglichen Streudiagramm
ersichtlich, wenn man genau hinschaut. Hiufig sind aber Abweichungen von der Linearitét
im Tukey-Anscombe Plot besser zu sehen.

Plot beziiglich serieller Korrelation

Um die Unabhéingigkeitsannahme der E1,..., E, zu iberpriifen, kann der folgende Plot
gemacht werden: plotte r; gegen die Beobachtungsnummer 3.

Im Idealfall: gleichméssige Streuung der Punkte um Null.
Abweichungen:
- langfristiges Zonen mit durchwegs positiven oder negativen Residuen
die Punktschitzungen sind immer noch OK, aber die Tests und Konfidenzintervalle
stimmen nicht mehr evtl. Regression mit korrelierten Fehlern verwenden (siehe Literatur)

Fiir den Ozon-Datensatz ist der serielle Korrelations-Plot in Abbildung 5.5 gezeigt.

Der Normalplot

Mit dem Normalplot (siehe Kapitel 4.4.6) kénnen wir die Normalverteilungsannahme in
(5.3) iiberpriifen.

Im Idealfall: approximativ eine Gerade
Abweichungen:
- Abweichung von einer Geraden Evtl. robuste Regression benutzten (siehe Literatur)

Fiir den Ozon-Datensatz ist der Normalplot in Abbildung 5.5 gezeigt.

Das Auffinden eines guten Modells

Oftmals werden mehrere Modelle in einer Art “workflow-feedback” Prozef betrachtet und
angepasst. Man beginnt mit einem ersten Modell; dann, aufgrund von Residuenanalyse
wird das Modell modifiziert. Das modifizierte Modell (immer noch als linear angenommen
in evtl. transformierten Variablen) wird wiederum mit linearer Regression angepasst, und
mit Residuenanalyse wird das neue Modell beurteilt. Dieses Vorgehen wird iteriert bis man
ein “zufriedenstellendes” Modell gefunden und angepasst hat.

5.3 Multiple lineare Regression

Oftmals hat man mehrere erklirende Variablen z;1,...,zip—1 (p > 2).
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Abbildung 5.5: Ozon-Datensatz: Streudiagramm mit angepasster Regressiongerade (oben
links); Tukey-Anscombe Plot (oben rechts); serieller Korrelations-Plot (unten links); Nor-
malplot (unten rechts).

5.3.1 Das Modell der multiplen linearen Regression

Das Modell ist wie folgt:

p—1
Y= 6o+ Y Bixi;+ Ei,
=1
By,..., B, iid., E(B) =0, Var(&,)) = o2,

Wie bei der einfachen linearen Regression nehmen wir an, dass die erklirenden Variablen
deterministisch sind. Es ist oftmals niitzlich, das obige Modell in Matrix-Schreibweise
darzustellen:

Yy = X x B + E

nx1 nxXp pxl n X1 (5.6)

wobei X eine (n x p)-Matrix ist mit Kolonnenvektoren (1,1,...,1)T, (z11,221,...,2n1)T
und letztendlich (21, 1,%2p 1,---,Tnp-1)"

Beispiele von multipler linearer Regression sind unter anderen:
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Simple lineare Regression: Y; = 6y + fiz; + E; (1 = 1,...n).

1 I1
=9 X = 1 Z2 5_ ﬁO
P= B R VA
1 =z,

Quadratische Regression: Y; = 8y + fiz; + ez + E; (i=1,...n).

1 z; =2

1 z9 av% Bo
p=3, X=1.. . ) p=1 B

. . . /82

1 z, z2

Zu beachten ist, dass die Funktion quadratisch ist in den z;’s, aber linear in den Koeflizi-
enten (; und deshalb ein Spezialfall des multiplen linearen Regressions Modells.

Regression mit transformierten erklirenden Variablen:
Y: = Bo + Prlog(zi2) + Bosin(nzis) + E; (i =1,...n).

1 10g($12) sin(mclg)

1 log(zgz) sin(mzos) Bo
b= 37 X = - - . ’ /B = /81
B2

1 log(zn2) sin(mzg,s)

Wiederum, das Modell ist linear in den Koeffizienten 3;, aber nichtlinear in den z;;’s.

5.3.2 Parameterschitzungen und t-Tests

Analog zur einfachen linearen Regression wird meist die Methode der Kleinsten Quadrate
benutzt:

n
Bo, B, -, Pp—1 sind Minimierer von 2:(1/'Z —(Bo + fizig + ...+ ﬁp_lmi,p_l))Q.
i=1
Die eindeutige Losung dieser Optimierung ist explizit darstellbar falls p < n:
g=(XTx)"xTy,
wobei 3 den p x 1 Vektor (Bo,ﬁl, ... ,Bp_l)T bezeichnet, und X,Y wie in (5.6).

Die Schitzung der Fehlervarianz ist

1 & N i
n_pZR?, Ri=Yi— (Bo+ > Bimij)-
i=1 =1

Unter der Annahme, dass die Fehler normalverteilt sind wie in (5.3), konnen auch dhnlich
zur einfachen Regression t-Tests fiir die folgenden Hypothesen gemacht werden:

Hyj: B;=0; Hpj: ﬁj#ﬂ(jzo,...,p—l).

Der wesentliche Unterschied besteht aber in der Interpretation der Parameter:
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B; misst den linearen Effekt
der j-ten erklidrenden Variablen auf die Zielvariable Y
nach Elimination der linearen Effekte
aller anderen Variablen auf Y (j=1,...,p—1)

Insbesondere impliziert dies, dass man die Koeffizienten (3; nicht einfach durch einzelne,
individuelle simple lineare Regressionen von Y auf die j-te erklirende erhalten kann.

Beispiel: Wir betrachten p = 3 und 2 erklirende Variablen. Wir nehmen an, dass die beiden
erklarenden Variablen empirisch stark korreliert sind. Es kann dann durchaus geschehen,
dass:

sowohl Hy 1 : (1 = 0 als auch Hps : (B2 = 0 werden nicht verworfen,

obschon mindestens einer der Koeffizienten 31 oder (3, ungleich Null ist.

Um den Trugschluss zu vermeiden, dass es keine Effekt der erkldrenden Variable auf die
Ziel-Variable gibt, muss man den sogenannten F-Test betrachten.

5.3.3 Der F-Test

Der (globale) F-Test quantifiziert die Frage, ob es mindestens eine erklirende Variable
gibt, welche einen relevanten Effekt auf die Zielvariable (im Sinne der linear Regression).
Die folgende Nullhypothese wird beim (globalen) F-Test betrachtet:

H(): 51:...:@,,1:0
H, : mindestens ein 8; #0 (j =1,...,p—1).

Der P-Wert des (globalen) F-Tests ist im Computer-Output gegeben unter “F-statistic”.

5.3.4 Das Bestimmtheitsmass R?

Das Bestimmtheitsmass R? ist in der multiplen linearen Regression iiber die Formel (5.5)
definiert (mit Hilfe der Zerlegung in (5.4). Eine Interpretation im Sinne einer quadrierten
Stichproben-Korrelation zwischen der Ziel-Variablen und den erkldrenden Variablen lésst
sich nicht mehr herstellen.

5.3.5 Residuenanalyse
Die Residuenanalyse geht vollig analog zu Kapitel 5.2.6. Das allgemeine Vorgehen bei

multipler linearer Regression ist wie in Kapitel 5.2.5, unter Einbezug des F-Tests nach
dem Schritt 1.

5.3.6 Strategie der Datenanalyse: ein abschliessendes Beispiel

Wir betrachten ein Beispiel wo die Asphalt-Qualitit als Funktion von 6 erklirenden Va-
riablen analysiert wird.

y = RUT : log("rate of rutting") = log(change of rut depth in inches
per million wheel passes)

["rut":= ’Wagenspur"”, ausgefahrenes Geleisel
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x1 = VISC : log(viscosity of asphalt)

x2 = ASPH : percentage of asphalt in surface course
x3 = BASE : percentage of asphalt in base course
x4 = RUN : ’0/1’ indicator for two sets of runms.

xb = FINES: 10* percentage of fines in surface course
x6 = VOIDS: percentage of voids in surface course

Die Daten sind in Abbildung 5.6 dargestellt. Die Zusammenhéinge werden linearer, wenn
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Abbildung 5.6: Paarweise Streudiagramme fiir den Asphalt-Datensatz. Die Zielvariable ist
“RUT™.

man die Zielvariable “RUT” logarithmiert und ebenfalls die erklirende Variable “VISC”.

y = LOGRUT : log("rate of rutting") = log(change of rut depth in inches
per million wheel passes)
["rut":= ’Wagenspur", ausgefahrenes Geleisel
x1 = LOGVISC : log(viscosity of asphalt)
x2 = ASPH : percentage of asphalt in surface course
x3 = BASE : percentage of asphalt in base course
x4 = RUN : ’0/1’ indicator for two sets of runms.
x5 = FINES: 10* percentage of fines in surface course
x6 = VOIDS: percentage of voids in surface course

Die transformierten Daten sind in Abbildung 5.7 dargestellt.

Mittels R wird ein multiples lineares Modell angepasst. Der Output sieht wie folgt aus:

Call:
Im(formula = LOGRUT ~ ., data = asphaltl)
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Abbildung 5.7: Paarweise Streudiagramme fiir den transformierten Asphalt-Datensatz.
Die Zielvariable ist “LOGRUT?”, die log-transformierte urspriingliche Variable “RUT”. Die
erklirende Variable “LOGVISC” ist ebenfalls die log-transformierte urspriingliche Variable
“VISC”.

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.48348 -0.14374 -0.01198 0.15523 0.39652

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|[t])
(Intercept) -5.781239 2.459179 -2.351 0.027280 *
LOGVISC -0.513325 0.073056 -7.027 2.90e-07 ***
ASPH 1.146898 0.265572 4.319 0.000235 ***
BASE 0.232809 0.326528 0.713 0.482731
RUN -0.618893 0.294384 -2.102 0.046199 *
FINES 0.004343 0.007881 0.551 0.586700
VOIDS 0.316648 0.110329 2.870 0.008433 x*x*

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 0.2604 on 24 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9722, Adjusted R-squared: 0.9653
F-statistic: 140.1 on 6 and 24 DF, p-value: < 2.2e-16

Wir sehen, dass die Variablen “LOGVISC”, “ASPH” und “VOID?” signifikant oder sogar
hoch-signifikant sind; die Variable “RUN” ist bloss schwach signifikant. Der F-Test ist
hoch-signifikant, das Bestimmtheitsmass R? sehr nahe bei 1. Die degrees of freedom sind
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hier n — p = 24 mit p = 7, d.h. n = 31. Die Residuenanalyse ist mittels Tukey-Anscombe
und Normalplot in Abbildung 5.8 zusammengefasst: die Normalverteilungsannahme fiir die
Fehler ist eine verniinftige Approximation. Der Tukey- Anscombe Plot zeigt etwas systema-
tische Variation was durch Nichtlinearitsit induziert sein kénnte; das das R? aber bereits
sehr nahe bei 1 liegt, so kann man trotzdem sagen, dass die multiple linear Regression sehr
viel der totalen Variation erkldren kann.

Tukey Anscombe plot

o]
o
— o
og 9 % o o
. S ] o o
= o G
s © °
2 o
E | o o °
o o
N
o]
8 . °
o
T T T T
1.55 1.60 1.65
fit1 $fit
Normal Q-Q Plot
o]
o
3 b 600000 ©
2 000
g g ©00000
g S ooo
o o °
2 o®
[eXel
5 4
(‘/‘S o o
N
S o °
S o
1 T T T T T
-2 -1 0 1 2

Theoretical Quantiles

Abbildung 5.8: Tukey-Anscombe Plot (oben) und Normalplot (unten) beim Asphalt-
Datensatz mit den transformierten Variablen “LOGRUT” und “LOGVISC”.

Ohne log-Transformationen, d.h. das untransformierte Modell wie in Abbildung 5.6, ist das
Bestimmtheitsmass R? = 0.7278, also wesentlich schlechter als im transformierten Modell.
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