Mini-Skript zur Vorlesung
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik (D-INFK)

Peter Biithlmann

Herbstsemester 2009

1 Der Begriff der Wahrscheinlichkeit

Stochastik befasst sich mit Zufallsexperimenten: deren Ergebnisse sind unter “gleichen
Versuchsbedingungen” verschieden.

Beispiele:

e Kartenziehen, Wiirfeln, Roulette

e Simulation

e komplexe Phénomene (zumindest approximativ): Borse, Data-Mining, Genetik, Wet-
ter

Ergebnisse von Zufallsexperimenten werden in Ereignisse zusammengefasst.

e Ereignisraum (Grundraum) 2: Menge aller moglichen Ergebnisse des Zufallsexperi-
ments

e FElementarereignisse w: Elemente von (2, also die moglichen Ergebnisse des Zufalls-
experiments

e FEreignis: Teilmenge von 2

e Operationen der Mengenlehre haben natiirliche Interpretation in der Sprache der
Ereignisse
Bsp: AN B bedeutet “A und B”; AU B bedeutet “A oder B” (“oder” zu verstehen
als “und/oder”)

Das Vorgehen der Stochastik zur Losung eines Problems kann in drei Schritte unterteilt
werden:

1. Man bestimmt die Wahrscheinlichkeiten gewisser Ereignisse A;. Dabei sind Exper-
tenwissen, Daten und Plausibilitidten wichtig.

2. Man berechnet aus den Wahrscheinlichkeiten P[4;] die Wahrscheinlichkeiten von ge-
wissen anderen Ereignissen B; geméss den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie
(oft vereinfachend unter Unabhéngigkeitsannahme).



3. Man interpretiert die Wahrscheinlichkeiten P[B;] im Hinblick auf die Problemstel-
lung.

Das Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten (siche Schritt 1) wird oft konkreter for-
malisiert.

Beispiel: Kombinatorische Abziahlung bei endlichem (). Die Wahrscheinlichkeit von
einem Ereignis A ist gegeben durch

P[A] =|A|/|®] (= Anzahl giinstige Fille/Anzahl mogliche Fille).

Dies ist das Laplace-Modell. Dem Laplace-Modell liegt die uniforme Verteilung von
Elementarereignissen w zugrunde:

Plw] = 1/]Q] fiir alle w € Q.

Andere Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden mit Hilfe des Konzepts von Zufalls-
variablen (siehe Kapitel 2) eingefiihrt. Es sei aber bereits hier festgehalten: die Stochastik
geht weit tiber das Laplace-Modell hinaus. Fiir viele Anwendungen ist das Laplace-Modell
ungeeignet.

1.1 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten
Die drei grundlegenden Regeln (Axiome) sind

1. P[A] > 0: Wahrscheinlichkeiten sind immer nicht-negativ.
2. P[Q] = 1: sicheres Ereignis {2 hat Wahrscheinlichkeit eins.

3. P[AU B] = P[A] + P[B] fiir alle Ereignisse A, B, die sich gegenseitig ausschliessen
(dh. AnNB=10).

Weitere Regeln werden daraus abgeleitet, z.B.

P[A°] =1 - P[A],
P[AU B] = P[A] + P[B] — P[An BJ,
P[AjU...UA,] < P[A1]+ ...+ P[A,].

1.2 Unabhingigkeit von Ereignissen

Wenn zwischen zwei Ereignissen A und B kein kausaler Zusammenhang besteht (d.h. es
gibt keine gemeinsamen Ursachen oder Ausschliessungen), dann soll gelten

P|AN B] = P|A|P|B]. (1.1)

Ereignisse A und B heissen (stochastisch) unabhingig, falls (1.1) gilt. Bei n Ereignissen
Ay, ... A, soll Unabhéngigkeit bedeuten, dass fiir jedes k¥ < n und jedes 1 < i1 < ... <
i <n gilt



1.3 Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

Die beiden wichtigsten Interpretationen sind die “Idealisierung der relativen Haufigkeiten
bei vielen unabhéngigen Wiederholungen” (frequentistisch) und das (subjektive) “Mass fiir
den Glauben, dass ein Ereignis eintreten wird” (Bayes’sch).

Frequentistisch: betrachte die relative Haufigkeit eines Ereignis A in n unabhingigen
Wiederholungen desselben Experiments,

fnlA] = (Anzahl Auftreten des Ereignis A in n Experimenten)/n.
Dieses Mass f,[-] basiert auf Daten oder Beobachtungen. Falls n gross ist, so gilt
falA] = P[A] (n — o),

wobei P[A] ein Mass in einem Modell ist (keine Experimente oder Daten). Die Statistik
befasst sich grosstenteils wie man von Daten auf ein Modell (induktiv) schliessen kann,
siehe spéter.

2 Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ergebnisse eines Versuchs sind oft Zahlen (Messungen).

2.1 Definition einer Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X ist ein Zufallsexperiment mit moéglichen Werten in R, bzw. in
einer Teilmenge von R, z.B. Ny = {0,1,...}. Deren Wert ist im voraus nicht bekannt ist,
sondern héngt vom Ergebnis eines Zufallsexperiments ab. Mathematisch heisst das:

X:Q-R, w— X(w).

Wenn das Ergebnis w herauskommt, nimmt die Zufallsvariable den Wert X (w) an.

Beispiel: Wert einer zufillig gezogenen Jasskarte.
Q = {Jasskarten}; ein w € Q ist z.B. ein Schilten-As;
Zufallsvariable

X As irgendeiner Farbe — 11

Konig irgendeiner Farbe — 4

“Brettchen” irgendeiner Farbe — 0.

2.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R

Eine Zufallsvariable X legt eine Wahrscheinlichkeit @) auf R fest, die sogenannte Vertei-
lung von X:

QIB] = P{w; X(w) € BY) = PIX € B] (B CR).

(Wir kénnten auch direkt den Grundraum 2 = R wihlen und dann eine Wahrscheinlichkeit
Q] fiir geeignete Ereignisse B C R definieren).



Beispiel: Wert einer zufillig gezogenen Jasskarte (Fortsetzung).
In obigem Beispiel ist bespielsweise

Q[11] = P[As irgendeiner Farbe] = 4/36.

Die kumulative Verteilungsfunktion ist definiert als
F(b) = PIX < b] = Q[(—00,b]].

Sie enthélt dieselbe Information wie die Verteilung Q[-], ist aber einfacher darzustellen.

2.3 Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X heisst diskret, falls die Menge W der moglichen Werte von X end-
lich oder abzihlbar ist. Zum Beispiel W = {0,1,2,...,100} oder W = Ny = {0, 1,2,...}.
Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen ist festgelegt durch die Angabe der soge-
nannten Wahrscheinlichkeitsfunktion:

p(z;) = P[X = x;] fiir alle z; € W.

Offensichtlich ist die kumulative Verteilungsfunktion eine Treppenfunktion mit Spriingen
an den Stellen x; und Sprunghéhen p(z;); also nicht stetig. Ferner gilt Q[B] = >_, g p(z;).

Eine Zufallsvariable X heisst stetig falls die Menge der moglichen Werte W ein Inter-
vall enthélt. Zum Beispiel W = [0, 1] oder W = R.

2.4 Erwartungswert und Varianz

Eine Verteilung einer Zufallsvariablen X kann durch mindestens zwei Kennzahlen zusam-
mengefasst werden, eine fiir die Lage und eine fiir die Streuung. Die gebriuchlichsten
Kennzahlen sind der Erwartungswert E(X) = px fiir die Lage und die Standardab-
weichung ox fiir die Streuung.

Der Erwartungswert einer transformierten diskreten Zufallsvariablen Y = ¢(X) ist
definiert durch

Elg(X)] = Y g(i)p(x:).

z, €W

Fiir g(x) = x erhélt man die Definition von E[X].

Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz, ox = \/Var(X), wobei
Var(X) = 0% = E[(X - B(X))’] = > (i — px)*p(wi)-
z, €W

(Die letzte Gleichheitsrelation oben gilt nur fiir den Fall einer diskreten Zufallsvariablen).
Die folgenden Rechenregeln erweisen sich oft als niitzlich:
Ela+bX] =a+bE[X], a,beR,
Var(X) = BIX?] - (B[X])?,
Var(a+bX) = b*Var(X).
In der frequentistischen Interpretation ist der Erwartungswert eine Idealisierung des arith-

metischen Mittels der Werte einer Zufallsvariablen bei vielen Wiederholungen. Also: E[X]
ist eine Kennzahl im Modell der Wahrscheinlichkeitstheorie.



2.5 Die wichtigsten diskreten Verteilungen

Die Binomialverteilung ist die Verteilung der Anzahl “Erfolge” bei n unabhéngigen Wie-
derholungen eines Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Hier ist W = {0, 1,...,n},
p(z) = ())p"(1 —p)"~*, E[X] =npund ox = v/np(1 - p).

Die Poissonverteilung ist eine Approximation der Binomialverteilung fiir grosses n
und kleines p, mit np = \. Hier ist W = {0,1,...}, p(x) = e *\*/z!, E[X] = X und
ox = V. Die Anzahl Ausfille einer Komponente oder eines Systems in einem Intervall
der Lange t ist oft in erster Ndherung Poisson-verteilt mit Parameter At.

Die geometrische Verteilung ist die Verteilung der Anzahl Wiederholungen bis ein
Ereignis mit Wahrscheinlichhkeit p eintritt. Hier ist W = {1,2,...}, p(z) = p(1 — p)*~1,

EX]=1/pund ox =1 —p/p.

3 Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bei einer stetigen Zufallsvariablen X ist P[X = x| = 0 fiir jedes feste x. Wir betrach-
ten nur Félle, wo Plx < X < z + h] fiir kleine h ungefdhr proportional zu h ist. Die
Proportionalitdtskonstante heisst die Dichte f von X.

3.1 Wahrscheinlichkeitsdichte
Die Dichte von einer stetigen Verteilung P ist definiert als

f(x) =lim Ple < th T h].

Zwischen der Dichte f und der kumulativen Verteilungsfunktion F' bestehen die folgenden
Beziehungen,

f@)=F@). F@)= [ fud
Erwartungswert und Varianz berechnen sich geméss
EX] = px = [ af(@de, Var(X) = ok = [ (0= ju0)*f(@)do.

— 00 —00

und es gelten die gleichen Rechenregeln wie im diskreten Fall (Kapitel 2.4). Andere Kenn-
zahlen beruhen auf den Quantilen ¢(a) (0 < o < 1),

PIX <g(a)] = a & F(g(a) = a & q(a) = FH(a).

Das Quantil zu o = 1/2 heisst der Median.

3.2 Die wichtigsten stetigen Verteilungen

Die uniforme Verteilung tritt auf bei Rundungsfehlern und als Formalisierung der vol-
ligen “Ignoranz”. Hier ist W = [a,b], f(z) = 1/(b—a) fira < x < b, E[X] = (a +1)/2
und ox = (b —a)/V12.



Die Exponentialverteilung ist das einfachste Modell fiir Wartezeiten auf Ausfille
und eine stetige Version der geometrischen Verteilung. Hier ist W = [0,00), f(z) = e ™
fiir 2 > 0, F(z) = 1—e ™ und E[X] = o0x = 1/\. Wenn die Zeiten zwischen den Ausfillen
eines Systems Exponential(\)-verteilt sind, dann ist die Anzahl Ausfille in einem Intervall
der Linge ¢t Poisson(\t)-verteilt.

Die Normal- oder Gauss-Verteilung ist die hdufigste Verteilung fiir Messwerte. Hier

ist W =R, f(z) =1/(ov27) exp(— (12;’;)2 ), E[X] = pund ox = 0. Die Verteilungsfunkti-

on F ist nicht geschlossen darstellbar, aber es gilt F'(z) = ®((z—p)/o) und P ist tabelliert.

3.3 Transformationen

Bei stetigen Verteilungen spielen Transformationen Y = g(X) eine wichtige Rolle. Falls
g linear ist: g(z) = a4 bx mit b > 0, dann gilt E[Y] = a + bE[X], oy = box,
Fy(x) = Fx((x — a)/b) und fy(x) = fx((z — a)/b)/b. Durch Skalenénderungen kann
man also alle Exponentialverteilungen ineinander tiberfithren, und ebenso durch lineare
Transformationen alle Normalverteilungen ineinander.

Fiir beliebiges g gilt E[Y] = Elg(X)] = [°% g(x) f(z)dz.

Wenn X ~ N (i, 0?) normalverteilt ist, dann heisst Y = e* lognormal-verteilt. Es
gilt z.B. B(Y) = exp(p + 02/2).

Wenn U uniform auf [0, 1] verteilt ist und F eine beliebige kumulative Verteilungsfunk-
tion, dann ist die Verteilungsfunktion von X = F~1(U) gleich F. Dies ist ein wichtiges
Faktum um Verteilungen, respektive Realisierungen von Zufallsvariablen, zu simulieren:

1. Erzeuge Realisation u von uniform verteilter Zufallsvariable U ~ Unif([0, 1]). Dies
wird mittels einem “Standard-Paket” gemacht.

2. Berechne z = F~!(u). Gemiss obigem Faktum ist dann z eine Realisation einer
Zufallsvariablen X mit kumulativer Verteilungsfunktion F'.

(Diese Methode ist nicht immer rechentechnisch effizient).

4 Mehrere Zufallsvariablen und Funktionen davon

Das Ziel ist hier, Genaueres iiber den Unterschied von P[A] und der relativen Haufigkeit
fnlA] von A, respektive von E[X]| und dem arithmetischen Mittel, bei n Wiederholungen
zu sagen.

4.1 Die i.i.d. Annahme

Dabei miissen wir prézisieren was eine “Wiederholung” ist. Die n-fache Wiederholung
eines Zufallsexperimentes ist selber wieder ein Zufallsexperiment. Wenn A ein Ereignis im
urspriinglichen Experiment ist, bezeichnen wir mit A; das Ereignis “A tritt bei der i-ten
Wiederholung ein”. Dann ist es sinnvoll, folgendes anzunehmen:

e Ay, ... A, sind unabhingig: Unabhéngigkeit der Ereignisse



e P[Ai] =...= P[A,] = P[A]: gleiche Wahrscheinlichkeiten

Ebenso, wenn X die urspriingliche Zufallsvariable ist, dann soll X; die Zufallsvariable
der i-ten Wiederholung bezeichnen. Die i.i.d. Annahme verlangt folgendes:

e X1,...,X, sind unabhiingig
e alle X; haben dieselbe Verteilung

Die Abkiirzung “i.i.d.” kommt vom Englischen: independent and identically distributed.
Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen heisst, dass zum Beispiel P[X; € A und X; €
B] = P[X; € A|P[X; € B] fiir alle i # j und fiir alle A C R, B C R, und analog fiir
Trippel etc.
Die i.i.d. Annahme ist ein “Postulat”, welches in der Praxis in vielen Féllen verniinftig
scheint. Die Annahme bringt erhebliche Vereinfachungen um mit mehreren Zufallsvariablen
zu rechnen.

4.2 Funktionen von Zufallsvariablen

Ausgehend von Xji,..., X, kann man neue Zufallsvariablen Y = ¢(Xjy,...,X,) bilden.
Hier betrachten wir die wichtigen Spezialfille Summe S,, = X1 + ... + X,, und arithmeti-
sches Mittel X,, = Sp/n. Wir nehmen stets an, dass Xi,... X, i.i.d. sind.

Wenn X; = 1 falls ein bestimmtes Ereignis bei der i-ten Wiederholung eintritt und
X; = 0 sonst, dann ist X,, nichts anderes als die relative Hiufigkeit dieses Ereignisses. Die
Verteilung von S, ist im allgemeinen schwierig exakt zu bestimmen, mit den folgenden
Ausnahmen:

1. Wenn X; € {0,1} wie oben, dann ist S,, ~ Binomial(n,p) mit p = P[X; = 1].
2. Wenn X; ~ Poisson()), dann ist S,, ~ Poisson(n\).
3. Wenn X; ~ N (u,0?), dann ist S,, ~ N (nu,no?).

FEinfacher sind die Berechnungen von Erwartungswert, Varianz und Standardabwei-
chung. Allgemein gilt:

E[S,] =nE[X;], Var(S,) =nVar(X;), os, =nox,,
E[X,] = E[Xi], Var(X,)=Var(X;)/n, ox =ox,/vn.

Die Streuung der Summe wichst also, aber langsamer als die Anzahl Beobachtungen,
wéhrend die Streuung des arithmetischen Mittels abnimmt, aber ebenfalls langsamer als
die Anzahl Beobachtungen. Um die Genauigkeit des arithmetischen Mittels zu verdoppeln
(d.h die Standardabweichung zu halbieren), braucht man viermal soviele Beobachtungen.
Die zufilligen Abweichungen von X, zum Erwartungswert E[X] kompensieren sich in dem
Sinne, dass o abnimmt mit der Ordnung 1 /v/n wenn n wiichst.



4.3 Das Gesetz der Grossen Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz

Von den obigen Formeln tiber Erwartungswert und Varianz wissen wir, dass:

e E[X,] = E[X;]: das heisst X, hat denselben Erwartungswert wie die einzelnen
Variablen X;.

e Var(X,) — 0 (n — o00): das heisst, X,, besitzt keine Variabilitit mehr im Limes.

Diese beiden Punkte implizieren den folgenden Satz.

Gesetz der Grossen Zahlen (GGZ)
Seien X1,...,X, ii.d. mit Erwartungswert . Dann

X, — p (n — 00).
Als Spezialfall davon gilt:
fnlA] = P[A] (n — o0).

(Der Begriff der Konvergenz muss fiir Zufallsvariablen geeignet definiert werden).

Zur Berechnung der geniherten Verteilung von S, und X,, (dies ist ein bedeutend
priziseres Resultat als das GGZ) stiitzt man sich auf den folgenden berithmten Satz.

Zentraler Grenzwertsatz (ZGS)
Seien X1,..., X, ii.d. mit Erwartungswert  und Varianz 2. Dann,

S, ~ N (np,no?) fiir grosse n,

X, =~ N(u,0%/n) fiir grosse n.

Wie gut diese Approximationen fiir ein gegebenes n sind, hingt von den Eigenschaften
der Verteilung der X; ab. Mit der sogenannten Chebychev-Ungleichung

P Xy — | > < 0%/(nc?)

ist man stets auf der sicheren Seite. Dafiir ist diese aber meistens ziemlich grob.

Immer wenn eine Zufallsvariable als eine Summe von vielen kleinen Effekten aufgefasst
werden kann, ist sie wegen des Zentralen Grenzwertsatzes in erster Ndaherung normalver-
teilt. Das wichtigste Beispiel dafiir sind Messfehler. Wenn sich die Effekte eher multipli-
zieren als addieren, kommt man zur lognormal-Verteilung (Beispiel Teilchengrossen).

5 Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten

Oft besteht ein Zufallsexperiment aus verschiedenen Stufen, und man erfidhrt das Resultat
auch entsprechend diesen Stufen. Im einfachsten Fall erfihrt man in der ersten Stufe, ob
ein bestimmtes Ereignis B eingetreten ist oder nicht, und in der zweiten Stufe erfiahrt man,
welches Ergebnis w eingetreten ist.



5.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Im allgemeinen wird die Information aus der ersten Stufe die Unsicherheit iiber die zweite
Stufe verdndern. Diese modifizierte Unsicherheit wird gemessen durch die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben B bzw. B€.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert als

P[A|B] = P[AN B]/P[B] (analog fiir P[A|B¢]).

Dass diese Definition sinnvoll ist, kann man anhand der Entsprechung von Wahrschein-
lichkeiten und relativen Hiufigkeiten sehen. Insbesondere gilt:

P[A|B] = P[A|B€] = P[4], falls A und B unabhéngig sind.

5.2 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes

Die obige Definition kann man aber auch als P[AN B| = P[A|B]P|B] lesen, d.h. P[AN B]
ist bestimmt durch P[A|B] und P[B]. In vielen Anwendungen wird dieser Weg beschritten.
Man legt die Wahrscheinlichkeiten fiir die erste Stufe P[B] und die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P[A|B] und P[A|B¢] fir die zweite Stufe gegeben die erste fest (aufgrund von
Daten, Plausibilitdt und subjektiven Einschitzungen). Dann lassen sich die iibrigen Wahr-
scheinlichkeiten berechnen. Es gilt zum Beispiel der folgende Satz:

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (I)
P[A] = P[AN B] + P[AN B¢] = P[A|B|P|B] + P|A|B¢|P|B“].

Dieses Vorgehen wird besonders anschaulich, wenn man das Experiment als Baum
darstellt. Wenn man dagegen von den Wahrscheinlichkeiten der Durchschnitte ausgeht,
wahlt man besser eine Matrixdarstellung.

Wenn die einzelnen Stufen komplizierter sind, geht alles analog. Betrachte den Fall
mit k Ereignissen auf der ersten Stufe Bi,... By, wobei B; N B; = () falls i # j und
BiU...UB, =Q.

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (I1I)

k
P[A] =) PIA|B,]P|Bj].
i=1
In manchen Situationen erhilt man die Information iiber die verschiedenen Stufen aber
nicht in der urspriinglichen Reihenfolge, d.h. man kennt zuerst das Ergebnis der zweiten
Stufe, weiss also z.B. dass A eingetreten ist. In einem solchen Fall will man die bedingten

Wahrscheinlichkeiten der ersten Stufe gegeben die zweite Stufe P[B;|A] berechnen. Das
Ergebnis liefert der folgende Satz:

Satz von Bayes

P[A|B;]P[B;]
[A|B1)P[By] + -+ + P[A|By|P[Bx]’

P[B;|A] = I3



Oft ist das numerische Resultat einer solchen Berechnung stark verschieden von dem,
was man naiverweise erwartet. Der Satz von Bayes ist vor allem in der subjektiven Wahr-
scheinlichkeitstheorie sehr wichtig: Wenn man fiir die verschiedenen Méglichkeiten By, ... By
subjektive Wahrscheinlichkeiten festlegt und danach erfihrt, dass A eingetreten ist, dann
muss man die subjektiven Wahrscheinlichkeiten geméss diesem Satz modifizieren.

5.3 Gemeinsame und bedingte diskrete Verteilungen

Die beiden, obig beschriebenen Stufen kénnen auch durch Zufallsvariablen X und Y
gegeben sein. Dann nennt man P[X = z;] und P[Y = y;] die Randverteilungen,
PX = z;,Y = y;] die gemeinsame Verteilung (das Komma steht fiir “und”) und
PlY = y;|X = ;] die bedingte Verteilung.

Bei mehr als zwei Stufen geht alles analog. Die Bdume werden einfach ldnger und die
Matrizen werden zu Feldern in hoheren Dimensionen. Das Ganze wird aber sehr rasch
uniibersichtlich, und es gibt sehr viele Wahrscheinlichkeiten, die man zu Beginn festlegen
muss. Eine wesentliche Vereinfachung erhilt man, wenn man annimmt, dass jede Stufe
zwar von der unmittelbar vorangehenden, aber nicht von den weiter zuriickliegenden Stu-
fen abhéngt. Das fiihrt auf die sogenannten Markovketten, deren Verhalten durch eine
Startverteilung und eine Ubergangsmatrix gegeben ist.

6 Gemeinsame und bedingte stetige Verteilungen

Bei zwei oder mehreren stetigen Zufallsvariablen kann die gemeinsame und bedingte Ver-
teilung nicht mehr mit Bdumen oder Matrizen dargestellt werden wie in Kapitel 5.

6.1 Gemeinsame Dichte

Die gemeinsame Dichte fx y(-,-) von zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y ist gegeben,
in “Ingenieurnotation”, durch

P <X <z+dzr, y<Y <y-+dy|l = fxy(z,y)dxdy.
(Die Darstellung als Ableitung einer geeigneten kumulativen Verteilungsfunktion ist nicht

sehr instruktiv).
Daraus kann man allgemein Wahrscheinlichkeiten durch Integration berechnen:

PIXY) e Al = [ [ fxy(ydndy (ACR?)

6.2 Randdichte und bedingte Dichte

Aus der gemeinsamen Dichte erhélt man insbesondere die Randdichte von X, bzw. Y

fx(z) = /_ Ixy(@,y)dy, fr(y) = /_ fxy(z,y)dz.
Fiir die bedingte Verteilung von Y gegeben X = x wird die bedingte Dichte beniitzt:
frlX =2) = fxy(z,y)/fx(@).
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Aus den obigen Definitionen ist klar, dass alle wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekte
von 2 Zufallsvariablen X und Y durch deren gemeinsame Dichte fx y(x,y) vollstindig
bestimmt sind.

Die Unabhéngigkeit von X und Y kann charakterisiert (definiert) werden als

Ixy(z,y) = fx(x)fy(y) fir alle z,y € R2. (6.2)

In diesem Fall geniigt das Konzept von 1-dimensionalen Dichten: die gemeinsame Dichte
kann dann sehr einfach mittels Multiplikation berechnet werden.

6.3 Erwartungswert bei mehreren Zufallsvariablen

Der Erwartungswert macht nur Sinn fiir eine R-wertige Grosse (oder Teilmenge von R).
Den Erwartungswert einer transformierten Zufallsvariable Z = g(X,Y) mit g : R? — $
kénnen wir berechnen als

/ / (z,y) fx,v (2, y)dzdy.

(Im diskreten Fall lautet die entsprechende Formel:

Elg(X,Y)] =3, 32, 9(@i, y;) P[X = 23, Y = yj]).

Der Erwartungswert von der einen Zufallsvariablen Y gegen X = x ist gegeben durch

BYIX =] = [~ yfv(ylX = a)dy

6.4 Kovarianz und Korrelation

Da die gemeinsame Verteilung von abhéngigen Zufallsvariablen i.A. kompliziert ist, be-
gniigt man sich oft mit einer vereinfachenden Kennzahl zur Beschreibung der Abhén-
gigkeit. Die Kovarianz und Korrelation zwischen X und Y sind wie folgt definiert:
Cov(X,Y) =E[(X —ux)(Y —uy)] (Kovarianz)
Corr(X,Y) = pxy = Cov(X,Y)/(ocxoy) (Korrelation).
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
E[X + Y] = E[X] + E[Y] fiir beliebige, auch abhéngige Zufallsvariablen;
Cov(X,Y) = BIXY] - BIX]B[Y];
Cov(X Y) =0 falls X und Y unabhingig sind;
Cov(a+bX,c+dY) =bdCov(X,Y), Corr(a+bX,c+dY) = sign(b)sign(d)Corr(X,Y);
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).
Die Korrelation misst Stérke und Richtung der linearen Abhingigkeit zwischen X
und Y. Es gilt
Corr(X,Y) = 41 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein @ € R und ein b > 0,
Corr(X,Y) = —1 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein a € R und ein b < 0.

Uberdies gilt:
X und Y unabhingie — Corr(X,Y)=0. (6.3)

Die Umkehrung gilt i.A. nicht. Ein Spezialfall, wo auch die Umkehrung gilt, wird in Kapitel
6.6 diskutiert.
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6.5 Lineare Prognose

Bei der linearen Prognose von Y gestiitzt auf X macht man den Ansatz Y =a+bX und
bestimmt die Koeffizienten so, dass der mittlere quadratische Prognosefehler E[(Y —Y)?]
minimal wird. Man erhélt

Y=yt %(X Cpx), B(Y — V) = (1— gy )Var(Y).

6.6 Zwei-dimensionale Normalverteilung

Die wichtigste zweidimensionale Verteilung ist die Normalverteilung mit Erwartungswerten
(1x, py) und Kovarianzmatrix ¥ wobei Y17 = Var(X), Y92 = Var(Y) und X9 = X9y =
Cov(X,Y). Sie hat die Dichte

Txrtey) = #\/WQXP <—%(x — oy =)= 0 )) .

Wir sehen von dieser Formel: wenn Cov(X,Y) = 0 wird ¥ eine Diagonalmatrix und
man kann nachrechnen dass dann die Bedingung (6.2) gilt. Das heisst: im Falle der zwei-
dimensionalen Normalverteilung gilt auch die Umkehrung von (6.3). Zudem: die Rand-
und bedingten Verteilungen sind wieder (1-dimensional) normal.

6.7 Mehr als 2 Zufallsvariablen

Alle diese Begriffe und Definitionen lassen sich natiirlich auf mehr als zwei Zufallsvariablen
verallgemeinern. Die Formeln sehen im wesentlichen gleich aus, vor allem wenn man die
Sprache der Linearen Algebra verwendet.

Ausblick: Wenn man eine dynamische Grosse wihrend eines Zeitintervalls misst, er-
halt man einen stochastischen Prozess {X(t); ¢ € [a,b]}. Die linearen Abhéngigkeiten
zwischen den Werten zu verschiedenen Zeitpunkten werden dann durch die sogenannte
Autokovarianzfunktion beschrieben.

7 Deskriptive Statistik

In der Statistik will man aus beobachteten Daten Schliisse ziehen. Meist nimmt man an,
dass die Daten Realisierungen von Zufallsvariablen sind (siche Kap. 8.1), deren Verteilung
man aufgrund der Daten bestimmen mdochte. Als ersten Schritt geht es aber zunéichst
einmal darum, die vorhandenen Daten iibersichtlich darzustellen und zusammenzufassen.
Dies ist das Thema der beschreibenden oder deskriptiven Statistik.

7.1 Kennzahlen

Fiir die numerische Zusammenfassung von Daten gibt es diverse Kennzahlen.
Das arithmetische Mittel ist

_ 1
T=—(x1+...+zp)
n

12



als Kennzahl fiir die Lage der Daten. Die empirische Standardabweichung ist die Wurzel
aus der empirischen Varianz

1

n—14
K

5% =

n
(1‘2‘ — T)Q.
=1

als Kennzahl fiir die Streuung der Daten. (Eine Begriindung fiir den Nenner n — 1 statt n
folgt spéter).
Um weitere Kennzahlen zu definieren, fithren wir die geordneten Werte

Das empirische a-Quantil (0 < o < 1) ist
T(r), k die kleinste ganze Zahl > an.

Wenn an eine ganze Zahl ist, nimmt man %(Cﬂ(an) +T(an+1))- Der empirische Median ist das
50%-Quantil und ist eine Kennzahl fiir die Lage. Die Quartilsdifferenz ist das empirische
75%-Quantil minus empirisches 25%-Quantil und ist eine Kennzahl fiir die Streuung.

Einen ganz anderen Aspekt erfasst man, wenn man die Werte gegen den Beobach-
tungszeitpunkt auftrigt. Damit kann man Trends und andere Arten von systematischen
Verénderungen in der Zeit erkennen.

7.2 Histogramm und Boxplot

Wenn man n Werte 1, ..., x, einer Variablen hat, dann gibt es als grafische Darstellungen
das Histogramm, den Boxplot und die empirische kumulative Verteilungsfunktion.

Beim Histogramm bilden wir Klassen (cx_1,cx] und berechnen die Hiufigkeiten hi=
Anzahl Werte in diesem Intervall. Dann trigt man iiber den Klassen Balken auf, deren
Hohe proportional ist zu hy/(cx — cx—1) ist.

Beim Boxplot hat man ein Rechteck, das vom 25%- und vom 75%-Quantil begrenzt
ist, und Linien, die von diesem Rechteck bis zum kleinsten- bzw. grossten “normalen” Wert
gehen (per Definition ist ein normaler Wert hochstens 1.5 mal die Quartilsdifferenz von
einem der beiden Quartile entfernt). Zusétzlich gibt man noch Ausreisser durch Sterne und
den Median durch einen Strich an. Der Boxplot ist vor allem dann geeignet, wenn man die
Verteilungen einer Variablen in verschiedenen Gruppen (die im allgemeinen verschiedenen
Versuchsbedingungen entsprechen) vergleichen will.

Die empirische Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen z(;
von (i—1)/n aufi/n springt. Fiir eine glattere Version verbindet man die Punkte (), (i —
0.5)/n) durch Strecken.

7.3 Normal- und QQ-Plot

Der Normal- und QQ-Plot (“Quantil-Quantil-Plot”) sind oft viel geeignetere grafische Mit-
tel als die empirische kumulative Verteilungsfunktion.

Die empirischen Quantile fiir a;, = (k—0.5)/n sind gerade die geordneten Beobachtun-
gen z(y) (1) < 2(2) < ... < (). Der QQ-Plot tréigt die Punkte F~*(cy,) (die theoreti-
schen Quantile einer kumulativen Verteilung F) gegen z ;) (die empirischen Quantile) auf.
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Wir interpretieren die Daten 1, . .., z, als Realisierungen von X1, ..., X, i.i.d ~ F, siche
Kap. 8.1 Falls nun die wahre Verteilung F mit der gewihlten Verteilung F' im QQ-Plot
iibereinstimmt, so liefert der QQ-Plot approximativ eine Gerade durch Null mit Steigung
45 Grad. Man kann also Abweichungen der Daten von einer gewihlten Modell-Verteilung
so grafisch tiberpriifen.

Histogram of x Boxplot of x Normal Q-Q Plot
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Abbildung 7.1: Histogramm, Boxplot und Normal-Plot fiir 2 Datensétze der Stichproben-
grosse 1000.

Der Normal-Plot ist ein QQ-Plot wo die Modell-Verteilung F' die Standard-Normalver-
teilung N(0,1) ist. Es gilt dann das folgende: wenn die wahre Verteilung E eine Nor-
malverteilung A (u, 0?) ist, so liefert der Normal-Plot approximativ eine Gerade, welche
jedoch im allgemeinen nicht durch Null und nicht Steigung 45 Grad hat. Das heisst: der
Normal-Plot liefert eine gute Uberpriifung fiir irgendeine Normalverteilung, auch wenn die
Modell-Verteilung als Standard-Normal gew#hlt wird.

Im Normal- und QQ-Plot kann man insbesondere sehen, ob eine Transformation der
Daten angebracht ist, oder ob es Ausreisser gibt, die man besonders behandeln sollte.

Im Grunde genommen ist der QQ-Plot bereits mehr als bloss deskriptive Statistik: es
ist ein grafisches Werkzeug um eventuelle Abweichungen von einem Modell festzustellen:
vergleiche mit dem Formalismus des statistischen Tests in Kap. 8.3.
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8 Schliessende Statistik: Konzepte und erste Anwendungen
fiir diskrete Zufallsvariablen

8.1 Daten als Realisierungen von Zufallsvariablen

In der schliessenden Statistik wollen wir anhand von Daten (Beobachtungen) Aussagen
iiber ein Wahrscheinlichkeitsmodell machen. Dass man dies tun kann ist zunéchst erstaun-
lich: man beniitzt die induktive Logik um probabilistische Aussagen (d.h. Aussagen, welche
mit typischerweise hoher Wahrscheinlichkeit gelten) zu machen.

Grundlegend fiir die schliessende Statistik ist die Annahme, dass Daten Realisierungen
von Zufallsvariablen sind. Das heisst: eine Beobachtung (oder “Messung”) x ist entstanden
in dem ein w € Q zufillig gezogen wurde, so dass die Zufallsvariable X den Wert X (w) =

x annimmt. Bei mehreren Daten geht alles analog: n Beobachtungen x1,...,x, werden
aufgefasst als Realisierungen von Zufallsvariablen X,...,X,, welche die Werte X; =
x; (i=1,...,n) angenommen haben.

8.2 Erste Konzepte

Wir betrachten folgende Situation. Gegeben ist eine Beobachtung x (eine Realisierung)
einer Binomial(n, p)- oder einer Poisson(\)-verteilten Zufallsvariablen X: z.B. Anzahl Aus-
falle bei n Wiederholungen oder wihrend einer Beobachtungsdauer t, wobei dann A = ut
und g die erwartete Anzahl Ausfille pro Zeiteinheit ist. Wir mochten daraus Riickschliis-
se auf den unbekannten Parameter p bzw. A\ ziehen. Genauer geht es um folgende drei
Fragestellungen:

o Welches ist der plausibelste Wert des unbekannten Parameters (Punktschdtzung)?

e Ist ein bestimmter vorgegebener Parameterwert pg, bzw. Ao (z.B. ein Sollwert) mit
der Beobachtung vertréglich (Test) ?

e Was ist der Bereich von plausiblen Parameterwerten ( Vertrauensintervall) ?

Die Punktschiitzer sind hier wie folgt: plausibel sind p = X/n bzw. A = X bzw.
fi = X/t. Die Schétzer sind also wiederum Zufallsvariablen und im allgemeinen nicht gleich
dem unbekannten Wert (darum die Bezeichnung mit dem Hut). Die realisierte Schitzung
ist dann p = x/n bzw. A=z bzw. i = x/t, d.h. man ersetzt X durch dessen Realisie-
rung x. Diese realisierten Grossen kénnen dann berechnet werden (mittels der realisierten
Beobachtung).

Bemerkung: Die Notation p, A und i1 unterscheidet leider nicht zwischen dem Schétzer
als Funktion von Zufallsvariable(n) und dessen realisierter Wert, welches eine numerische
Zahl ist.

8.3 Das Testproblem

Beim Testproblem beschrinken wir uns hier zur Vereinfachung der Notation auf die Bino-
mialverteilung.
Wir legen eine Nullhypothese fiir einen Parameterwert fest

Hy: p=po.
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Man iiberlegt sich dann anhand der Problemstellung, welche Alternative geeignet ist

Hy: p # po (zwei-seitig)
p > po (ein-seitig nach oben)
p < po (ein-seitig nach unten).

Wenn wir nur an Abweichungen nach oben interessiert sind, d.h. H4 : p > pg, dann
lehnen wir die Nullhypothese Hy : p = pg ab, falls x > ¢. Das ist qualitativ betrach-
tet plausibel: die quantitative Wahl von ¢ wird wie folgt gemacht. Wir nehmen einmal
an, dass die Nullhypothese stimmt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese
filschlicherweise abzulehnen (d.h. ein Fehler 1. Art)

Pp[X > ] = Zn: <Z>p’8(1 —po)"*.

k=c

Wir sollten also ¢ nicht zu klein wéhlen. Umgekehrt méchten wir aber auch ¢ nicht zu
gross wihlen, weil wir sonst zu hiufig einen Fehler 2. Art begehen: kein Verwerfen der
Nullhypothese Hy, obwohl sie falsch ist. Man schliesst einen Kompromiss, indem man das
kleinste ¢ = ¢(«) nimmt, so dass

PyX > <a.

Dabei ist « eine im voraus festgelegte (kleine) Zahl, das sogenannte Signifikanzniveau.
Obige (Un-)Gleichung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art mit dem
Signifikanzniveau « kontrolliert ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist nicht
explizit kontrolliert, deswegen, weil man nur einen — und hier wéihlt man den schlimmeren
Fehler 1. Art — direkt kontrollieren kann. Nach all diesen Uberlegungen kommt man zum
Rezept, dass Hy verworfen wird, falls > c,.

Im Fall, wo man nach Abweichungen nach unten interessiert ist, d.h. Ha : p < po, geht
alles analog. Bei zwei-seitiger Alternative H4 : p # pg, verwerfen wir die Nullhypothese
Hy : p=pg, wenn x < ¢; oder & > co. Hier wéhlt man ¢; moglichst gross und ¢y moglichst
klein unter den Einschrinkungen dass

Zl (Z)plé(l —po)" * < a2, i (Z)plé(l —po)" * < a/2.

k=0 k=c2

Offensichtlich gilt > c(a) (fiir die ein-seitige Alternative H4 : p > pp) genau dann,
wenn der sogenannte P-Wert

Ppo[X >

kleiner als « ist. Dieser P-Wert wird von vielen Computer-Paketen geliefert.

8.3.1 Zusammenfassung eine statistischen Tests

Die Durchfiithrung eines statistischen Tests kann, zumindest teilweise, “rezeptartig” erfol-
gen.
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1. Lege Nullhypothese Hy : 6 = 6 fest. (6 bezeichnet hier allgemein einen Parameter
in einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell).

2. Anhand der Problemstellung, spezifiziere verniinftige Alternative Hy : 0 # 0y (zwei-
seitig) oder Hq : 6 > 6y (ein-seitig nach oben) oder Hy : 6 < 6y (ein-seitig nach
unten).

3. Wihle Signifikanzniveau «, z.B. o = 0.05 oder 0.01.

4. Konstruiere Verwerfungsbereich fiir Hy, so dass

Py, [Fehler 1. Art] < a.

5. Erst jetzt: betrachte ob die Beobachtung x (oder eine Funktion von mehreren Beob-
achtungen) in den Verwerfungsbereich fillt: falls ja, so verwerfe Hy (die Alternative
ist dann “signifikant”). Falls  nicht in den Verwerfungsbereich fillt, so belassen wir
Hj (was noch lange nicht heisst, dass deswegen H| statistisch bewiesen ist).

Viele Computer-Pakete liefern Punkt 4 insofern, dass der P-Wert gegeben wird. Man
entscheidet dann in Punkt 5 so, dass Hy verworfen wird, falls der P-Wert kleiner als « ist.

8.4 Vertrauensintervalle

Ein Vertrauensintervall I zum Niveau 1 — « (oft auch Konfidenzintervall genannt) besteht
aus allen Parameterwerten, die im Sinne eines statistischen Tests zum Signifikanzniveau
a mit der Beobachtung vertréglich sind (iiblicherweise nimmt man den zweiseitigen Test).
Mathematisch heisst das:

I = {6p; Nullhypothese Hy: 6 = 6y wird belassen}.

Diese Beziehung stellt eine Dualitét zwischen Tests und Vertrauensintervall dar.
Die Berechnung kann grafisch, oder mit einer Tabelle ,oder basierend auf der Norma-
lapproximation erfolgen. Letztere ergibt

1
Ty 11— g) f(1 - z)— ist Vertrauensintervall fiir p, falls X ~ Binom(n, p),
n 2°Vn n'n

r+d 1 - %)\/E ist Vertrauensintervall fiir A, falls X ~ Poisson(\).

Das Vertrauensintervall ist zuféllig: es fingt den unbekannten wahren Parameter mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — « ein.

8.5 Mehrere Beobachtungen

Wenn man n Beobachtungen hat, geht man oft zu den Summen iiber: z1+...4z,. Fiir die
zugehorigen Summen von Zufallsvariablen, welche als i.i.d. angenommen werden, kennen
wir dann die Verteilung der Summen approximativ (ZGS) oder auch in einigen Fillen
exakt. Damit lassen sich Verwerfungsbereiche und Konfidenzintervalle konstruieren.
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9 Statistik bei normalverteilten Daten

Wir betrachten folgende Situation. Gegeben sind n Beobachtungen (Realisierungen) 1, ..., x,
von Zufallsvariablen X1, ..., X,, i.i.d. ~ AN (u,o?). Typischerweise sind dies n Messungen
einer unbekannten Grosse u, und o gibt an, wie genau die Messungen sind. Die Annahme
der Normalverteilung wird meist mit dem Zentralen Grenzwertsatz begriindet. Ausserdem
nehmen wir noch an, dass es keine Beeinflussungen zwischen den einzelnen Beobachtungen
gibt, so dass die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen gerechtfertigt erscheint.

Wir moéchten aus zi,...,x, Riickschliisse auf die unbekannten Parameter p und o
ziehen. Wie zuvor geht es um die drei Fragestellungen Punktschitzung, Test fiir einen vor-
gegebenen Wert (Sollwert) und Vertrauensintervall (Bereich von plausiblen Werten). Weil
w1 meist von grosserem Interesse ist als o, behandeln wir die letzten beiden Fragestellungen
nur fiir y.

9.1 Schitzungen

Die Punktschétzungen sind:

1
n—1

zn:(Xi — f1)*.
=1

Diese Schétzungen sind Funktionen von Zufallsvariablen, also wieder zufillig und im all-
gemeinen verschieden vom unbekannten wahren Wert. Die realisierten Werte dieser Schét-
zung (den Wert den man berechnen kann) erhélt man indem die Zufallsvariable X; mit
deren realisiertem Wert x; ersetzt wird.

Der Erwartunsgwert der Schétzer ist

(Dies ist der Grund fiir den Nenner n — 1).

9.2 Testen

Beim Testen einer Nullhypothese Hy : 1 = g stellt sich wieder die Frage, wie die Alter-
native H 4 aussieht.

Zur Vereinfachung nehmen wir zuerst an, dass ¢ bekannt ist. Dann lehnen wir bei
zwei-seitiger Alternative H 4 : u # po die Nullhypothese Hy : u = pg ab, falls

X0 — o] > %@*(1 -3). (9.4)

Analog ist der Verwerfungsbereich fiir ein-seitige Alternative Hy : u > po: X, — po >

ﬁ@‘l(l — «) und mit der Relation “<”, falls Hq : p < pg. Der Test mit der Entschei-

dungsregel in (9.4) heisst z-Test. Die Begriindung fiir (9.4) ist wie folgt:

X ~ N(po, 0% /n) unter der Nullhypothese Ho.
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Somit folgt mit einfacher Umformung, dass

-&Jmﬁ—ud>é%®4ﬂ—§ﬂza,
das heisst, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art ist gerade gleich dem Signifikanzni-
veau q.

Kenntnis von o, welche fiir den z-Test benottigt wird, ist in der Praxis meist unreali-
stisch. Wenn wir ¢ nicht kennen, ersetzen wir es durch den Schétzer S,,. Um die zufélligen
Abweichungen vom wahren o zu beriicksichtigen, miissen wir dann jedoch die Grenzen
etwas grosser machen. Man kann zeigen, dass das Niveau « eingehalten wird (d.h. die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art ist gleich «), wenn wir statt der Normalverteilung
die sogenannte t- Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden verwenden. Die Quantile ¢(m;1 — «)
dieser Verteilung sind tabelliert fiir hdufig gebrauchte a’s, oder sie kénnen mittels Compu-
ter numerisch berechnet werden. Die Entscheidungregel bei zwei-seitiger Alternative (um
Hy zu verwerfen) lautet dann anstelle von (9.4),

[ Xn — o] > —=t(n — 1;1 - /2).

S,
NG

Und analog fiir ein-seitige Alternativen. Dieser Test heisst ¢- Test.

9.3 Vertrauensintervall

Das Vertrauensintervall zum Niveau 1 — « besteht aus allen Parameterwerten pg , bei
denen der t-Test (iiblicherweise zweiseitig) zum Niveau « nicht verwirft:

S, o

St -151- 3] (93

g _
X — 22t(n— 11— 9), X + .

vn 2
Man kann mit Formel (9.5) nachpriifen, dass
Ppuell=1-a,

wobei I das Vertrauensintervall in (9.5) ist. Das heisst, dass das zufdllige Intervall I den
unbekannten wahren Parameter p mit Wahrscheinlichkeit 1 — « iiberdeckt. Der Beweis
dafiir ist wie folgt:

Sy

vn

— Pl tn— 11— a/2) < Vi
=t(n—1;/2)

= 1l-a/2—a/2=1-a.

Sn

Pluel] = Pl-2%t(n—1:1—a/2) < X, -

IN

Bl

tin—1;1 —a/2)]

T 0=

X —
Sp

<tln-1;1—-«/2)]

Ausblick auf eine verwandte Methode in der Praxis: in der statistischen Qualitdtskontrolle
wird in regelméssigen Abstédnden eine kleine Stichprobe vom Umfang n aus dem Produk-
tionsprozess gezogen, die Zielgrosse gemessen, gemittelt und gegen die Zeit aufgetragen.
Féllt ein Mittelwert ausserhalb der Kontrollgrenzen “Sollwert +30/y/n” oder sind 9 auf-
einanderfolgende Mittelwerte alle grosser oder alle kleiner als der Sollwert, dann ist der
Produktionsprozess ausser Kontrolle.
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10 Punktschitzungen: allgemeine Methoden

Wir betrachten folgende Situation: Gegeben sind n Beobachtungen z1,...x,, die wir als
Realisierungen von n i.i.d. Zufallsvariablen X7,..., X, ansehen, siche Kap. 8.1. Die Ver-
teilung von X; sei bekannt bis auf einen unbekannten Parameter 6. Dabei kann 6 auch
mehrere Komponenten haben und ist dann ein Parametervektor. Bei der Normalverteilung
ist z.B. 6 = (u,0%) € R x RT. In diesem allgemeinen Rahmen stellen wir zwei Schiitzme-
thoden vor.

10.1 Momentenmethode
Die Momentenmethode nimmt an, dass wir den unbekannten Parameter 6 ausdriicken
koénnen mithilfe der Momente 1 = E[X*] (1 <k < p), d.h.

0 =gi(p1,...pp) (G=1,...7),

wobel r die Dimension des Parametervektors ist. Der Momentenschitzer ersetzt nun die
wahren pp durch deren empirische Analoga:

A~

ajzgj(ﬂlaaﬂp) (j:17---7r)7
1 n

fi, ==Y _ X}
N3

Der Momentenschétzer ist einfach, aber nicht immer die optimale (im Sinne einer zu
definierenden besten Genauigkeit fiir den unbekannten Parameter) Methode. Uberdies ist
der Momentenschiétzer nicht eindeutig wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel: X1,..., X, i.i.d. ~ Poisson(A). Es gilt F[X;] = A. Also kénnen wir g;(-) als
die Identitdt wahlen und erhalten den Momentenschéitzer

n
A=X,=n"")_ X,
i=1

Es gilt aber auch: Var(X;) = A. Wir kénnen also auch
91(#1,/@) = M2 — M%
wahlen und erhalten so einen anderen Momentenschéitzer

)2:71—152.

n
A=Y X2 (X,
=1

n

In diesem Beispiel zieht man A = X, vor, denn dies ist auch der sogenannte Maximum-
Likelihood Schétzer, welcher im Allgemeinen genauer ist.
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10.2 Maximum-likelihood Schitzer

Die Maximum-Likelihood Methode nimmt als Schétzung denjenigen Parameterwert 6, der
die sogenannte log-Likelihoodfunktion

09) = ? 1 logpe(X;) fir disk.rete X;
>izilog fo(X;)  fiir stetige X;

maximiert. Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist meist genauer, und es gibt einfache
Verfahren, um auch ein Vertrauensintervalle fiir 6 zu konstruieren und Hypothesen der
Form 6 = 6y zu testen (siehe Lehrbiicher).

Beispiel (Fortsetzung): X, ..., X, ii.d. ~ Poisson(\). Die Punktwahrscheinlichkeiten
sind dann

_ A

pa(z) o

Die log-Likelihoodfunktion ist somit

() = Y log(n) — log(X,!) — )
=1

(Xilog(\) =\ —C, C= ilog(Xi!).
i=1

Il
NE

-
I
A

Beachte dass die Konstante C' keinen Einfluss auf die Maximierung von ¢(A) hat. Leitet
man £(\) ab und setzt ¢'(\) = 0, so erhiilt man die Losung des Maximierungs-Problems
und somit den Maximum-Likelihood Schétzer

n
A=K, =n 'YX,
i=1
Dies ist derselbe Schétzer wie bei der Momentenmethode wo g1 die Identitét ist.

11 Vergleich zweier Stichproben

Wichtige Anwendungen der Statistik liegen im Vergleich verschiedener Versuchsbedin-
gungen, oder allgemeiner bei der Bestimmung der Auswirkung verschiedener erklarender
Variablen auf eine Zielgrosse. Als einfachsten Fall behandeln wir jetzt den Vergleich zweier
Methoden (Gruppen, Versuchsbedingungen, Behandlungen) hinsichtlich des Erwartungs-
wertes.

11.1 Gepaarte und ungepaarte Stichproben

In allen Anwendungen ist neben der Auswertung auch die korrekte Planung des Versuches
wichtig. Man muss sicherstellen, dass eventuelle Unterschiede tatséchlich durch die ver-
schiedenen Methoden und nicht durch eine andere Storgrosse verursacht sind. Die beiden
wichtigsten Prinzipien dazu sind Blockbildung und Randomisierung.
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Randomisierung bedeutet hier, dass man die Reihenfolge der Versuche und die Zuord-
nung von Versuchseinheit zu Versuchsbedingung zufillig wihlt: man hat dann Beobach-
tungen (realisierte Zufallsvariablen)

Z1,%2,...,ZTy unter Versuchsbedingung 1,

Y1,Y2, - .., Ym unter Versuchsbedingung 2.

Im Allgemeinen ist m # n, aber nicht notwendigerweise. Bei solch zufélliger Zuordnung
von verschiedenen Versuchseinheiten zu zwei verschiedenen Versuchsbedingungen spricht
man von einer ungepaarten Stichprobe.

Beispiel: zufillige Zuordnung von 100 Testpatienten zu Gruppe der Grosse 60 mit
Medikamenten-Behandlung und zu anderer Gruppe der Grosse 40 mit Placebo-Behandlung.

Andererseits liegt eine gepaarte Stichprobe vor, wenn beide Versuchsbedingungen an
derselben Versuchseinheit eingesetzt werden:

x1,...,Ty unter Versuchsbedingung 1,

Y1, -, Yn unter Versuchsbedingung 2.

Notwendigerweise ist dann: die Stichprobengriosse n ist fiir beide Versuchsbedingungen

dieselbe.

Beispiel: Vergleich zweier Reifentypen, wo bei jedem Testfahrzeug und jedem Fahrer
beide Reifentypen verwendet werden.

11.2 Gepaarte Vergleiche

Bei der Analyse von gepaarten Vergleichen arbeitet man stets mit den Differenzen inner-
halb der Paare,

Ui =T — Y (izl""an)’

welche wir als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen Uy, ..., U, auffassen. Kein Unter-
schied zwischen den beiden Versuchsbedingungen heisst dann einfach E[U;] = 0. Dies kann
man formal testen mit der Nullhypothese Hy : E[U;] = 0 und mit der zwei-seitigen (oder
auch ein-seitigen) Alternative Hy4 : E[U;] # 0. Die folgenden Tests bieten sich dazu an:

1. der t-Test, sieche Kap. 9.2;

2. der sogenannte Vorzeichen-Test, falls die Normalverteilung nicht gerechtfertigt scheint:
betrachte Anzahl positiver U; und beniitze die Methoden fiir die Binomialverteilung
um die Nullhypothese Hg : p = pg = 0.5 zu testen, siche Kap. 8.3;

3. der sogenannte Wilcoxon-Test, siche unten.

Der Wilcoxon-Test ist ein Kompromiss, der weniger voraussetzt als der ¢-Test und die
Information der Daten besser ausniitzt als der Vorzeichen-Test. Dazu bildet man die Rénge
der Differenzen beziiglich des Absolutwertes: Rang(|U;|) = k heisst, dass |U;| den k-ten
kleinsten Wert hat unter Ui, ..., |U,|. Wenn einzelne |U;| zusammenfallen, teilt man die
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Rénge auf durch Mittelung. Ausserdem sei noch V; der Indikator dafiir, ob U; positiv ist,
d.h. V; =1 falls U; > 0 ist und V; = 0 sonst. Dann verwirft man die Nullhypothese, falls

W = ZRang(|Ui|)Vi

i=1

zu gross oder zu klein oder beides ist (je nach Spezifikation der Alternative). Die Schran-
ken fiir zu gross oder zu klein entnimmt man aus Tabellen oder Statistikpaketen fiir den
Computer. Man kann zeigen, dass dieser Test das Niveau exakt einhélt (d.h. die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art ist gleich «), wenn die U; i.i.d. sind und eine um 0
symmetrische Dichte haben. Beim ¢-Test wird das Niveau zwar auch ungefahr eingehalten
bei vielen nichtnormalen Verteilungen (wegen dem ZGS), aber unter Umsténden ist die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art beim t-Test viel grosser als beim Wilcoxon-Test.

In der Praxis ist der Wilcoxon-Test allermeist dem ¢- oder Vorzeichen-Test vorzuziehen.
Nur falls die Daten sehr gut mit einer Normalverteilung beschrieben werden ist der ¢-Test
fiir gute Datenanalyse “vollumfinglich tauglich”: diese Annahme oder Bedingung kann
man z.B. mit dem Normal-Plot (siehe Kap. 7.3) grafisch {iberpriifen.

11.3 Zwei-Stichproben Tests

Wie bereits beschrieben gibt es Félle (ungepaarte Stichproben), wo man keine Paare bil-
den kann. Dann hat man i.i.d Zufallsvariablen X,... X, fiir die eine Versuchsbedingung
und Y7,...Y,, fir die andere, und man nimmt an, dass alle Zufallsvariablen unabhéngig
sind. Die effektiv gemachten Beobachtungen sind wie iiblich als Realisierungen von die-
sen Zufallsvariablen zu interpretieren. Das einfachste Problem lésst sich unter folgender
Annahme I6sen:

X, ~N(ux,0?) (i=1,...,n),
Y ~ N(py,0?) (i=1,...,m).
Der Zwei-Stichproben t-Test verwirft dann die Nullhypothese Hy : ux = py, falls
[ X0 — Vil
Spool/1/n +1/m
X,—Y,

Spoolv/1/n +1/m

>t(n+m—2;1— %) bei Alternative H4 : ux # py,

>t(n+m —2;1— ) bei Alternative Hq : ux > py. (11.6)
Dabei ist

Sgool = ﬁ (Z(Xl - Yn)2 + Z(Y; - ?m)2>

i=1 i=1

die gepoolte Schiitzung fiir die gemeinsame Varianz 2. Die Wahl des Nenners in (11.6)
ergibt sich aus Var(X, —Y,,) = o?( + 1.

Die Verallgemeinerungen des Zwei-Stichproben ¢-Tests bei ungleichen Varianzen O'g( #
02 ist in der Literatur zu finden (z.B. Rice, Kap. 11.2, Example C) auf S. 395). Ebenfalls in
der Literatur zu finden ist der Zwei-Stichproben Wilcoxon-Test, welcher ein fiir die Praxis

sehr guter Test fiir ungepaarte Stichproben ist (z.B. Rice, Kap. 11.2.3).
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Anhang

Die wichtigsten 1-dimensionalen Verteilungen

Verteilung p(z), bzw. f(x) Wertebereich E(X) | Var(X)
Binomial(n,p) | (0)p"(1—p)"~* {0,1,...n} np | np(1—p)
Geometrisch(p) | p(1 —p)*~! {1,2,...} % 1});27’
Poisson(\) e_)‘% {0,1,...} A A
Uniform(a, b) o [a, 0] aTer (bI§)2
Exponential()\) | e Rt ={z e Rz > 0} 3 3
Gamma(a, \) F){Z) releA Rt ={z e R;z > 0} S v
Normal(u, 02) \/21—7”; exp(—( 2;‘;)2 R i o?
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