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3
R
a
n
d
o
m
isie

ru
n
g
s-T

e
sts

3
.1

E
in
fü
h
re
n
d
e
s
B
e
isp

ie
l

a
H
agel-E

xp
erim

ent:(” G
rossversuch

IV
”im

N
apfgebiet

1978-1983)
V
erringert

das
” Im

pfen”
von

p
otenziellen

H
agelw

olken
m
it
S
ilb
eriodid

die
H
agelenergie?

(E
infache

Ü
b
erlegungen,

brauchen
nur

K
om

binatorik
und

W
.)

Z
ielgrösse:

H
agelenergie,

gem
essen

für
n
W
olken.

Z
w
ei
G
rupp

en:
ca.

n
/
2
” geim

pft”,
R
est

” K
ontrolle”.

Y
i

:
H
agelenergie

der
W
olke

i

G
i

=
{

1
falls

W
olke

i
geim

pft,
0

sonst.
H
off

nung:
Y
i
m
it

G
i
=

1
fallen

tendenziell
niedriger

aus.
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3.1b

B
eobachtet:

Y
i
=

y
∗i

16672
25

855
0

152
0

46
1219

G
i
=

g
∗i

1
1

0
0

0
1

1
0

g
∗i :
Z
ufallsausw

ahl
der

zu
im
pfenden

W
olken.

(In
W
irklichkeit

216
W
olken;

davon
w
urden

94
geim

pft.)

S
tatistischer

T
est!

H
0
:
K
eine

W
irkung.

(
−
→

W
iderspruchsb

ew
eis!)

U
ngepaarter

Z
w
ei-S

tichprob
en-P

roblem
.

−
→

t-T
est

?

K
eine

A
nnahm

en
üb
er

die
V
erteilung

der
Y
i !!
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3
.2

S
ta
tistisc

h
e
Ü
b
e
rle

g
u
n
g

a
N
ullhyp

othese
=

W
ahrscheinlichkeitsm

odell.

Ü
blich:

V
erteilung

für
Y
i ;

G
i
=

g
∗i
fest

vorgegeb
en.

R
andom

isierungstests:
G

i
zufällig;

Y
i
=

y
∗i
als

fest
b
etrachtet

(A
nalyse

” b
edingt

auf
die

y
∗i ”.)

F
alls

das
Im

pfen
keinen

E
infl

uss
auf

die
H
agelenergie

hat,

w
ürden

w
ir
die

genau
gleichen

W
erte

y
∗i
erhalten,

w
enn

die
W
olken

entspr.
g
(
1
)
=

[0
,1

,0
,0

,1
,1

,0
,1

]

oder
entsprechend

irgendeiner
anderen

A
usw

ahl

geim
pft

w
orden

w
ären.
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Z
ufallsausw

ahl:

Jede
A
usw

ahl
von

n
/
2
=

4
E
lem

enten
aus

n
=

8

hat
gleiche

W
ahrscheinlichkeit

p
=

(
84 )

−
1

=
17
0

D
am

it
ist

die
N
ullhyp

othese
festgelegt.
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3.2b

T
eststatistik:

S
oll

extrem
e
W
erte

annehm
en,

w
enn

A
lternative

gilt.

A
lternative:

y
∗i
m
it

g
∗i
=

1
sind

tendenziell
kleiner.

T
〈g
,y

∗〉
=

1

n
/
2

∑i:g
i =

0

y
∗i
−

1

n
/
2

∑i:g
i =

1

y
∗i
=

2n

∑

i

y
∗i (1

−
2
g
i ).

c
W
ie
ist

T
unter

der
N
ullhyp

othese
verteilt?

y
∗1 ,...,y

∗n
gegeb

en
−
→

≤
(

n
n
/
2 )

m
ögliche

W
erte

für
T
.

P
〈T

〈 G
,y

∗〉
=

t〉
=

#
{
g
|
T
〈g
,y

∗〉
=

t}
(

n
n
/
2 )

” R
andom

isierungs-V
erteilung”
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t

Wahrscheinlichkeit

−
5000

−
3000

−
1000

1000
3000

5000

0 / 70 5 / 70 10 / 70 15 / 70 20 / 70

R
andom

isierungs−
V

erteilung

t

3600
3800

4000
4200

4400
4600

4800

0 / 70 2 / 70 4 / 70 6 / 70 8 / 70

R
andom

isierungs−
V

ert., rechter T
eil
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3.2d

V
erw

erfungsb
ereich:

α
=

5
%

extrem
ste

W
erte

(so
genau

als
m
öglich).

B
eispiel:

{
t
|
t
≥

4
6
4
3
.2
5
}
(einseitig).

e
E
xp
erim

ent:

T
〈g

∗,y
∗〉

=
14
(8

5
5
+

0
+

1
5
2
+

1
2
1
9
)

−
14
(1

6
6
7
2
+

2
5
+

0
+

4
6
)
=

−
3
6
2
9
.2
5

E
ff
ekt

in
die

unerw
artete

R
ichtung!

N
ullhyp

othese
nicht

verw
orfen;

E
ff
ekt

nicht
nachgew

iesen.

(A
uch

nicht
in

um
gekehrter

R
ichtung.)
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3.2f*

V
oraussetzung

des
T
ests:

U
nabhängigkeit

−
→

R
andom

isierung
üb
er

76
” p
otentielle

H
ageltage”

D
avon

33
als

Im
pftage

ausgew
ählt.

A
nzahl

Im
pftage

zufällig.

−
→

A
nalyse

b
edingt

auf
A
nzahl

H
ageltage

m
it
Im

pfung.

E
ingeschränkte

R
andom

isierung.

g
(
7
6

3
3 )

=
3
6
·
1
0
2
0
m
ögliche

A
usw

ahlen

−
→

S
im
ulation

der
R
andom

isierungs-V
erteilung.
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3
.3

T
e
sts

fü
r
d
a
s
Z
w
e
i-S

tic
h
p
ro
b
e
n
-P

ro
b
le
m

a
B
eispiel

lässt
sich

leicht
verallgem

einern:

b
R
andom

isierungstests
sind

auch
dann

anw
endbar,

w
enn

die
D
urchführung

des
V
ersuchs

keinen
R
andom

isierungsschritt
enthält.

V
oraussetzungen,

die
dann

gelten
m
üssen:

•
D
ie
B
eobachtungen

m
üssen

unter
H

0
gleich

verteilt
und

•
unabhängig

sein.

D
ann

stim
m
t
die

gew
ählte

Irrtum
sw
ahrscheinlichkeit

α
exakt.

D
ie
R
andom

isierungstests
bilden

in
diesem

S
inne

den

” G
oldstandard”

unter
den

statistischen
T
ests.

(*
S
chw

ächere
V
oraussetzung:

” A
ustauschbarkeit”.)
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3.3c

W
enn

B
eobachtungen

zufällig:

S
tichprob

e
[Y

1 ,...,Y
n
]

−
→

geordnete
S
t.

Y
[1
] ,...,Y

[n
]

oder
em

pirische
V
erteilungsfunktion

F̂
n
(s.

B
ootstrap)

V
ert.

der
T
eststatistik,

b
edingt

auf
F̂

n ,
=

R
andom

isierungs-V
t.

B
edingte

W
.
eines

F
ehlers

erster
A
rt,

gegeb
en

F̂
n ,

=
α

—
für

jede
B
edingung

F̂
n ,

und
deshalb

auch
ohne

B
edingung.
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3.3d

B
eliebige

T
eststatistik.

D
iff
erenz

der
M
ittelw

erte
unrobust.

O
ptim

ale
T
eststatistik?

−
→

M
acht

für
die

A
lternative(n)

opt.!

B
raucht

b
estim

m
te

V
erteilung(s-F

am
ilie)

−
→

optim
ale

T
eststatistik

(L
ikelihood-R

atio-T
est)

e
B
eispiel:

L
ogarithm

us-T
ransform

ation,
dann

M
ittelw

ertsdiff
erenz

(robustifi
ziert).
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t l

Wahrscheinlichkeit

−
2.5

−
1.5

−
0.5

0.5
1.0

1.5
2.0

2.5

0 / 70 5 / 70 10 / 70

R
and.V

ert. für log. W
erte

0
10

20
30

40
50

60
70

0 10 20 30 40 50 60 70
R

ang(tg )

Rang(tg
l )

g

V
ergleich der T

est−
S

tatistiken
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3.3f

R
obustheit.

W
ieso

eine
robuste

T
eststatistik

verw
enden,

w
enn

der
T
est

auch
ohne

diese
” V
orsichtsm

assnahm
e”

die
Irrtum

sw
ahrscheinlichkeit

genau
einhält?

g
R
angsum

m
entest

von
W
ilcoxon,

M
ann

und
W
hitney

(U
-T
est),

T
〈g
,y

〉
=

∑
g
i =

1
R

i
=

∑
i g

i R
i
,

R
echt

robust
−
→

T
est

der
W
ahl

für
das

2-S
tichpr.-P

roblem

V
erteilung

der
T
eststatistik

unter
H

0
w
ie
gehabt.

h*
H
agel-E

xp
erim

ent:
K
om

plizierte
T
eststatistik,

zw
eidim

ensional

−
→

zw
eidim

.
V
erw

erfungsb
ereich.
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3
.4

E
in
e
S
tic

h
p
ro
b
e
o
d
e
r
z
w
e
i
v
e
rb
u
n
d
e
n
e

a
B
eispiel

T
ranquilizer.

Z
ielgrösse:

” H
am

ilton
depression

scale
factor

IV
”.

9
P
atienten,

vor
und

nach
A
nw

endung
des

T
ranqulizers.

vorh
er

( X
(1

)
i

)
1.83

0.50
1.62

2.48
1.68

1.88
1.55

3.06
1.30

n
ach

h
er

( X
(2

)
i

)
0.878

0.647
0.598

2.05
1.06

1.29
1.06

3.14
1.29

A
b
n
ah
m
e
(−

Y
i )

0.952
-0.147

1.022
0.43

0.62
0.59

0.49
-0.08

0.01
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3.4b

V
erbundene

S
tichprob

en.

D
iff
erenzen

Y
i
=

X
(
2
)

i
−

X
(
1
)

i
sym

m
etrisch

um
0
verteilt?

H
0 :

F
ür

jedes
Y
i
ist

+
und

–
-V
orzeichen

gleich
w
ahrscheinlich.

G
i
=

V
orzeichen,

|Y
i |
=

” Y
i ”
im

Z
w
ei-S

tichprob
en-P

roblem
.

F
ür

jede
V
orzeichen-K

onstellation
g
(ℓ)

=
[g

(ℓ)
1

,...,g
(ℓ)
n

]

ist
W
ahrsch.

=
1
/
2
n.
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3.4c

T
eststatistik

T
〈g
,z

〉
festlegen,

g
i
=

+
1
oder

=
−
1
,
z
i
>

0
.

R
and.-V

ert.
P
〈T

〈G
,z

〉
=

t〉
=

#
{
g
|
T
〈g
,z

〉
=

t}
/
2
n

•
T
〈g
,z

〉
=

(1
/
n
) ∑

i g
i z

i
=

ave
i 〈y

i 〉

entspricht
dem

t-T
est

für
gepaarte

S
tichprob

en.

•
T
〈g
,z

〉
=

#
{
i
:
g
i
=

1
}:

V
orzeichentest.

•
T
〈g
,z

〉
=

∑
i:g

i =
1
R

i ,
R

i :
R
ang

von
z
i :

V
orzeichen-R

angsum
m
en-T

est
von

W
ilcoxon.
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3.4e

B
eispiel:

>
w
i
l
c
o
x
.
t
e
s
t
(
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
1
]
,
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
2
]
,

p
a
i
r
e
d
=
T
R
U
E
)

W
i
l
c
o
x
o
n
s
i
g
n
e
d
r
a
n
k
t
e
s
t

d
a
t
a
:

d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
1
]

a
n
d
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
2
]

V
=
4
0
,
p
-
v
a
l
u
e
=

0
.
0
3
9
0
6

a
l
t
e
r
n
a
t
i
v
e
h
y
p
o
t
h
e
s
i
s
:
t
r
u
e
m
u

i
s
n
o
t
e
q
u
a
l
t
o

0

knapp
signifi

kant.

A
chtung:

” V
orher-N

achher-V
ergleich”!

R
ichtig:

V
ergleich

m
it
K
ontrollgrupp

e
oder

C
rossover-V

ersuch.
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3
.5

S
c
h
ä
tz
u
n
g
e
n
u
n
d
V
e
rtra

u
e
n
sin

te
rv
a
lle

a
M
odell:

T
estfrage

w
ar:

Ist
V
erteilung

sym
m
etrisch

um
0?

A
llgem

eineres
M
odell:

V
erteilung

sym
m
etrisch

um
µ

⇔
Y
i
−

µ
sym

m
etrisch

um
0.

T
est:

T
eststatistik

T
〈g
,y

−
µ
1
〉.

G
rosse

W
erte

=
A
bw

eichung
von

H
0
:
µ
.

b
D
araus

ergibt
sich

eine
S
chätzung:

µ̂
=

arg
m
in

µ 〈T
〈g
,y

−
µ
1
〉〉
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3.5c

V
orzeichen-R

angsum
m
en-T

est
−
→

H
odges-L

ehm
ann-S

chätzer.

B
etrachte

W
alsh

averages
(X

h
+

X
i )/

2
.

µ̂
=

m
e
d
h
≤
i 〈(X

h
+

X
i )/

2
〉
.

B
eispiel

T
ranquilizer:

45
W
alsh-M

ittelw
erte

-0.1470,
-0.1135,

-0.0800,
-0.0685,

-0.0350,
0.0100,

...,
1.022

M
edian

µ̂
=

0
.4
6
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3.5d*

H
erleitung:

X
[k
]
k
-t-kleinster

W
ert.

X
[k
]
>

0
,
Z
h
k
=

(X
[h
]
+

X
[k
] )/

2
,
h
<

k

Z
h
k
<

0
,
w
enn

|X
[h
] |
>

|X
[k
] |.

#
{
Z
h
k
<

0
}
=

#
{
h
|
|X

[h
] |
<

|X
[k
] |}

=
R

[k
]
−

1

R
[k
]
=

#
{
h
|
Z
h
k
>

0
,
h
≤

k
}.

X
[k
]
<

0
=
⇒

Z
h
k
<

0
,
w
enn

h
<

k
.

T
〈g
,z

〉
=

∑
i:g

i =
1
R

i
=

#
{
[h
,k

]
|
Z
h
k
>

0
,h

≤
k
}

N
ullhyp

othese
µ
=

µ
0 :

T
〈g
,z

〉
=

∑
i:g

i =
1
R

i
=

#
{
[h
,k

]
|
Z
h
k
>

µ
0 ,h

≤
k
}

T
est

am
w
enigsten

signifi
kant,

w
enn

dies
=

n
(n

+
1
)

2
ist

−
→

µ̂
=

m
edian

〈Z
h
k
|
h
≤

k
〉.
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3.5f

V
ertrauensintervall

für
V
orzeichen-R

angsum
m
en-T

est:

G
renzen

des
A
nn.b

ereichs
von

T
:
c
und

c
′
=

n
(n

+
1
)/

2
+

1
−
c

V
ertrauensgrenzen

=
c-ter

und
c
′-ter

W
alsh-M

ittelw
ert.

B
eispiel

T
ranquilizer:

c
=

6
,
c
′
=

4
0
,

V
ertrauensintervall

[0
.0
1
,0

.7
8
6
].

h
A
llgem

eine
T
eststatistik

T
〈G

,z
∗;
µ
〉:
B
etrachte

Q
〈β

〉
=

P
〈T

〈 G
,z

∗;
µ
〉
>

T
〈 g

∗, z
∗;
µ
〉〉

−
β

S
chätzung

=
L
ösung

von
Q
〈β

=
0
.5
〉
=

0
.

V
ertrauensgrenzen

=
N
ullstellen

für
Q
〈β

=
0
.0
2
5
〉
=

0
und

Q
〈β

=
0
.9
7
5
〉
=

0
.

L
ösbar!
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3
.6

K
o
rre

la
tio

n
u
n
d
R
e
g
re
ssio

n

a
K
orrelation

und
einfache

R
egression.

X
i ,

Y
i
(X

i
zufällig

oder
fest)

N
ullhyp

othese:
” kein

Z
usam

m
enhang”

R
andom

isierung
=

” P
aarung”

=
P
erm

utation
von

Y
.

W
ahrsch.

jeder
P
erm

utation
=

1
/
n
!
=

1
/
(n

(n
−

1
)...2

·
1
).

T
eststatistik:

•
gew

öhnliche
K
orrelation,

•
R
angkorrelation,

•
robuste

S
chätzung

des
R
egressions-K

oeffi
zienten,

...
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3.6b

M
ultiple

R
egression:

P
erm

utation
von

Y
für

T
est

der
H
yp
othese,

dass

üb
erhaupt

kein
Z
usam

m
enhang

zw
ischen

den
E
ingangs-V

ariablen

und
der

Z
ielgrösse

b
esteht.

c
Z
eitreihen:

B
eobachtungen

unabhängig?

R
andom

isierung:
P
erm

utation.

T
estgrösse:

z.B
.
erste

A
utokorrelation.

d
M
ultiple

R
egression:

E
inzelner

K
oeffi

zient
(oder

m
ehrere)

−
→

kein
strikt

richtiges
R
andom

isierungsm
odell.



51
3.6e*

P
erm

utationen
und

andere
R
andom

isierungen.

R
egression

und
K
orrelation:

P
erm

utationen.

B
ei
zw

ei
oder

m
ehreren

G
rupp

en:
A
usw

ahlen.

P
erm

utationen:
viel

m
ehr;

viele
führen

zur
gleichen

G
rupp

enzugehörigkeit

−
→

gleiche
R
andom

isierungs-V
erteilung.

H
agelversuch:

A
nzahl

p
otentielle

H
ageltage

zufällig,

A
nteil

geim
pfter

zufällig.

R
andom

isierungs-V
erteilung:

A
usw

ahlen
von

33
aus

76
T
agen

−
→

b
edingter

T
est,

geg.
die

A
nzahlen

Im
pf-

und
K
ontrolltage.
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M
e
rk
p
u
n
k
te

R
a
n
d
o
m
isie

ru
n
g
s-T

e
sts

•
R
andom

isierungstests
halten

das
N
iveau

exakt
ein,

ohne
V
oraussetzungen

an
die

V
erteilung.

(U
nabhängigkeit

von
B
eobachtungen

vorausgesetzt.)

•
D
ie
T
eststatistik

kann
b
eliebig

kom
pliziert

sein.

W
ahl

m
it
(inform

ellen)
Ü
b
erlegungen

zur
M
acht.

R
obuste

T
eststatistik

(z.B
.
aus

R
ängen)

w
ählen!

•
E
s
können

auch
V
ertrauensintervalle

konstruiert
w
erden.


