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N
ic

h
tp

a
ra

m
e
trisc

h
e

S
ta

tistik
:

R
e
sa

m
p
lin

g
-M

e
th

o
d
e
n

a
n
h
a
n
d

e
in

e
s

E
x
p
e
rim

e
n
te

s
z
u
r

H
a
g
e
la

b
w
e
h
r

u
n
d

a
n
d
e
re

n
B

e
isp

ie
le

n

W
erner

S
tahel,

S
em

inar
für

S
tatistik,

E
T

H
Z
ürich

F
O

R
M

I-K
urs

für
G
ym

nasiallehrer

1.
S
eptem

b
er

2004,
S
t.

G
allen
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1
E
in

le
itu

n
g

1
.1

D
a
s
G

ru
d
sc

h
e
m

a
d
e
r
p
a
ra

m
e
trisc

h
e
n

S
ta

-

tistik

a
W

ahrscheinlichkeits-T
heorie:

M
odell.

T
ypischerw

eise
param

etrische
F
am

ilie,z.B
.N

orm
alverteilung

N
〈µ

,σ
2〉.
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b
S
tatistik:

B
rücke

zw
ischen

M
odell

und
D

aten.

D
rei

G
rundfragen

der
S
chliessenden

S
tatistik

[1.]
W

elcher
W

ert
ist

ist
für

den
(jeden)

P
aram

eter
am

plausi-

b
elsten?

−→
S
chätzung

[2.]
Ist

ein
b
estim

m
ter

W
ert

plausib
el?

−→
T
est.

[3.]
W

elche
W

erte
sind

insgesam
t

plausib
el?

−→
V
ertrauens-

oder
K

onfi
denzintervall
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1
.2

B
e
isp

ie
le

a
H

agelabw
ehr:

G
rossversuch

IV

F
rage:

V
erm

indert
” Im

pfung”
von

G
ew

itterw
olken

m
it

A
gI

die
S
chäden

?

M
ethode:

R
aketen

m
it

A
gI,

russische
V
orschrift

Z
ielgrösse:S

chäden
ungeeignet

−→
E
rsatzgrösse

(R
adar-R

efl
ektiv.)

B
eobachtungseinheit:

W
olke

V
ersuchsplanung:

V
ergleich

von
” b

ehandelten”und
” K

ontrolle”

−→
Z
ufällige

Z
uteilung

v.
p
otent.

H
agel-T

agen
zu

den
G
rupp

en

G
rosse

S
treuung

−→
G
ew

itter
von

5
Jahren
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b
A
usfallzeiten

des
A
ir

conditioning-S
ystem

s
in

B
oeing

720
n

=
1
2

Z
eiten

zw
ischen

A
usfällen

(sortiert):
3

5
7

1
8

4
3

8
5

9
1

9
8

1
0
0

1
3
0

2
3
0

4
8
7

D
aten

A
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0
50

100
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g

. D
aten
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Frequency

0.0
0.5

1.0
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2.0
2.5

3.0

0 1 2 3 4 5

H
istogram

m
d
er

A
ir

con
d
ition

in
g-D

aten
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c
E
infachstes

param
etrisches

M
odell

für
A
usfallzeiten:

E
xp

onential-V
erteilung

Exp
m

it
D

ichte

f〈y〉
=

1µ
e −

y
/
µ

y
>

0

O
der

allgem
einer:

G
am

m
a-V

erteilung
m

it
D

ichte

f〈y〉
=

1
Γ〈κ〉 (

κµ )
κ

e −
κ
y
/
µ

y
>

0
,

µ
>

0
,

κ
>

0

P
assen

diese
M

odelle?

−→
P
aram

eter
schätzen,

K
urven

einzeichnen.
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D
aten

A
usfallzeit

Frequency

0
50

100
200

300
400

500

0 1 2 3 4 5

lo
g

. D
aten

log10(A
usfallzeit)

Frequency
0.0

0.5
1.0

1.5
2.0

2.5
3.0

0 1 2 3 4 5

H
istogram

m
d
er

A
ir

con
d
ition

in
g-D

aten
m

it
D

ich
ten

d
er

an
gep

assten
E
xp

on
en

tial-

u
n
d

G
am

m
a-V

erteilu
n
g
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1.2d

M
odelle

passen
nicht

schlecht.
A
b
er

der
D

atensatz
ist

klein.

B
esser:

K
eine

V
erteilung

voraussetzen!

F
rage:

M
ittelw

ert?
X

=
1
0
8
.1

.

E
tw

as
spannender:

20%
gestutztes

M
ittel?

=
L
asse

die
20%

kleinsten
&

20%
grössten

D
aten

w
eg,

bilde
M

ittel
der

übrigen!

F
ür

n
=

1
2

je
2

B
eob.

w
eglassen.

−→
(7+

18+
43+

85+
91+

98+
100+

130)/8=
71.5

” E
ine

Z
ahl

ohne
G
enauigkeitsangab

e
ist

w
ertlos!”

−→
S
chliessende

S
tatistik,

V
ertrauensintervall.

D
afür

braucht
m

an
W

ahrscheinlichkeitsm
odelle!
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1
.3

P
a
ra

m
e
trisc

h
e

&
n
ic

h
tp

a
ra

m
e
tr.

S
ta

tistik

a
W

ahrscheinlichkeitsm
odell

w
ird

gebraucht,
um

zu
b
eschreib

en,

w
as

” auch
noch

hätte
herauskom

m
en

können,

und
m

it
w
elchen

C
hancen”.

B
esser:

W
.m

odell
b
esteht,

b
evor

w
ir

die
D

aten
sehen,

und
b
eschreibt

unsere
V
orstellung,

w
as

für
R
esultate

w
ir

m
it

w
elcher

” P
lausibilität”

erw
arten.
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b
P
aram

etrische
V
erteilungsfam

ilien

Im
B
eispiel:

E
xp

onential-
(oder

G
am

m
a-)

V
erteilung,

P
aram

eter
µ

(oder
[µ

,κ
]).

A
m

b
ekanntesten:

N
orm

al-
und

B
inom

ial-V
erteilung.

F
ragestellung

m
eist

m
it

B
ezug

auf
die

P
aram

eter
form

uliert:

S
chätzung

von
µ
;
V
ertrauensintervall;T

est
für

N
ullhyp.

µ
=

µ
0 .
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1.3c

N
ichtparam

etrische
S
tatistik

W
ir

w
ollen

die
A
nnahm

e
einer

param
etr.

F
am

ilie
verm

eiden.

E
s

braucht
trotzdem

A
nnahm

en!

E
s

bleibt:
X

i
sind

unabhängig
und

gleich
verteilt.

X
i ∼

G
,

unabhängig

−→
F
rage

so
form

ulieren,
dass

sie
für

jedes
G

S
inn

m
acht.

B
eispiel:

M
edian

ist
für

alle
V
erteilungen

defi
niert.

E
b
enso

E
rw

artungsw
ert,

V
arianz,

andere
Q

uantile
etc.

=
” F

unktional”.
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d
D

as
W

ort
” nichtparam

etrisch”
w

ird
auch

anders
verw

endet:

N
ichtparam

etrische
R
egression:

R
egressionsfunktion

nicht
üb

er
P
aram

eter
festgelegt

(” glatt”)

setzt
m

eist
N

orm
alverteilung

der
Z
ufallsfehler

voraus!

e
G
rundidee

des
R
esam

pling:

D
ie

D
aten

selb
er

verw
enden,

um
ihre

V
erteilung

G
zu

schätzen.
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1
.4

Ü
b
e
rb

lic
k

•
S
im

ulation
(G

ew
öhnung

an
N

otation
und

Jargon)

•
B
ootstrap

•
R
andom

isierungstests,inkl.b
ekannte

nichtparam
etr.T

ests

•
A
usblick

auf
andere

R
esam

pling-V
erfahren



13

2
S
im

u
la

tio
n

2
.1

Z
u
fa

llsz
a
h
le

n
a

Z
urück

zum
param

etr.W
ahrscheinlichkeitsm

odell,B
sp.E

xp
onential-

V
ert.

D
ie

W
ahrscheinlichkeit

liefert
kom

plexe
M

odelle:
Z
ur

B
eschreibung

einer
(Z

ufalls-)
Z
ahl

brauchen
w

ir
eine

ganze
F
unktion

(W
.-F

unktion,-D
ichte

oder
kum

ul.V
t.fn.)!

A
ndere

anschauliche
V
orstellung:

M
odell

legt
M

öglichkeit
fest,

ihm
entsprechende

Z
ufallszahlen

zu
ziehen.

−→
A
nschauung

für
exp

erim
entell

denkende
L
eute.
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b
Z
ufallszahlen-G

eneratoren
erzeugen

Z
ahlen

z
i ,

die
der

uniform
en

V
erteilung

entsprechen.

A
us

ihnen
erhält

m
an

Z
ufallszahlen

m
it

b
eliebiger,

geg.
V
t.F

K
um

ulative
V
erteilungsfunktion

F
,
inverse

F
−
1

x
i
=

F
−
1〈z

i 〉

sind
Z
ufallszahlen

entsprechend
der

V
t.F

.
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0
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100
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200

0.0 0.5 1.0

x

z

z
3

x
3

S
im

u
lation

von
stetigen

Z
u
fallsvariab

len
:

10
Z
u
fallszah

len
x

i
w
erd

en
au

s
u
n
iform

verteilten
z

i
b
erech

n
et.
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2.1c

A
ufgab

e

D
ie

D
ichte

der
E
xp

onential-V
erteilung

ist
gegeb

en
durch

f〈x〉
=

1σ
e −

x
/
σ

,
x

>
0

W
ie

m
uss

m
an

ep
onential

verteilte
Z
ufallszahlen

aus
uniform

verteilten
b
erechnen?
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2
.2

V
e
rte

ilu
n
g

e
in

e
r

S
c
h
ä
tz

u
n
g

a
M

odell
für

eine
S
tichprob

e:

•
n

unabhängige,
identisch

verteilte
Z
ufallsvariable

X
i .

noch
abstrakter!

•
n

Z
ufallszahlen

zusam
m

enfassen.

A
us

je
n

Z
ufallszahlen

den
W

ert
T〈x

1 ,
x
2 ,...,x

n 〉
b
erechnen.

nrep
M

al
−→

” S
tichprob

e”
der

V
erteilung

von
T

V
erteilung

einer
S
chätzung

sim
ulieren.” E

rsetzt”die
W

.rechnung!
B
eispiel:

20%
gestutztes

M
ittel

einer
S
tichp

ob
e

von
12

exp
onential-verteilten

B
eobachtungen
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gest. M
ittelw

erte

Density

20
40

60
80

100

0.000 0.010 0.020 0.030

gest. M
ittel der V

ert.
M

ittel der sim
.V

t.

S
im

u
lierte

V
erteilu

n
g

d
es

20%
gestu

tzten
M

ittels

von
12

exp
on

en
tial-verteilten

B
eob

ach
tu

n
gen

m
it

σ
=

5
0
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2.2b

D
as

ist
der

G
rund-B

austein
der

S
tatistik!

G
egeb

en
ist

die
V
t.

der
B
eobachtungen:

S
tichprob

e
X

i
∼

G
,

unabhängig.

G
esucht

ist
die

V
erteilung

L
einer

F
unktion

T〈X
1 ,...,X

n 〉
der

B
eobachtungen.

T
typischerw

eise
S
chätzung

eines
P
aram

eters
oder

T
est-S

tatistik.

D
ie

V
t.

hängt
von

T
und

G
ab,

X
i ∼

G
,

unabhängig
=
⇒

T〈X
1 ,...,X

n 〉∼
L〈T

,G〉

B
eispiel

T
=

gest.M
ittel,G

=
Exp〈σ〉,

σ
=

5
0
.
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2.2c

S
chw

ierigkeit:

Z
usätzliche

W
irkung

des
Z
ufalls

−→
V
erw

irrung!

•
E
ssenzieller

Z
ufall:

M
odell

für
die

D
aten

U
nsicherheiten

durch
M

odell&
S
tichprob

enum
f.b

estim
m

t.

•
T
echnischer

Z
ufall:

S
im

ulation

U
nsicherheiten

durch
b
eschränkte

Z
ahl

nrep
b
estim

m
t

−→
G
enauigkeit

kann
m

it
m

ehr
C
om

puter-A
ufw

and

b
eliebig

erhöht
w
erden.
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d
S
im

ulierter
T
est:

S
im

ulation
der

V
t.

des
20%

gest.
M

ittels

unter
der

N
ullhyp

othese
σ

=
5
0

gest.M
ittel(D

aten)
=

71.5
−→

A
blehnung.
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gest. M
ittelw

erte

Density

20
40

60
80

100

0.000 0.010 0.020 0.030

gest. M
ittel der V

ert.
M

ittel der sim
.V

t.
gest. M

ittel der D
aten

eins.P
−

W
ert =

 0.0243

S
im

u
l.

V
erteilu

n
g

d
es

20%
gestu

tzten
M

ittels
m

it
b
eob

.
W

ert
u
n
d

P
-W

ert
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2.2e

A
ufgab

e

D
er

P
-W

ert
für

einen
T
est

w
urde

aus

nrep=
1000

S
im

ulations-R
eplikaten

als

p=
0.02

b
erechnet.

(a)
W

ie
genau

ist
das?

(b)
M

uss
m

an
nrep

erhöhen?

−→
B
estim

m
ung

der
A
nzahl

nötiger
R
eplikate

hängt
nicht

vom
sp

ezifi
schen

T
est-P

roblem
ab!
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2.2f

T
heoretische

U
ntersuchungen

E
igenschaften

von
T

?

•
V
erteilung

des
geschätzten

gestutzten
M

ittels
ist

schief!

•
T

sollte
das

20%
gestutzte

M
ittel

der
V
t.G

schätzen.
N

icht
erw

artungstreu.

E
igenschaften

eines
T
ests

(T
est-S

tatistik
und

V
erw

.b
ereich):

•
W

ahres
N

iveau
=

W
.
des

F
ehlers

erster
A
rt.

S
im

ulation
unter

N
ullhyp.

−→
H

äufi
gk.

der
V
erw

erfung.

•
M

acht
=

W
.
des

V
erw

erfens
unter

(b
est.)

A
lternative.

S
im

ulation
w

ird
verw

endet,
w
enn

neue
statistische

M
ethoden

b
egründet

w
erden

sollen.
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2.2g

A
nw

endung
für

grafi
sche

M
ethoden

der
D

atenanalyse

Q
uantil-Q

uantil-D
iagram

m
e:

V
ergleich

von
em

pirischer
V
erteilung

(D
aten)

m
it

M
odell-V

erteilung

K
um

ulative
V
erteilungsfunktion,

em
pirisch

und
theoretisch

U
m

kehrfunktion
=

Q
uantilfunktion,

em
pirisch

und
theoretisch

E
m

pirische
Q

uantile
sollten

≈
theoretische

sein

D
iagram

m
:E

m
pirische

Q
uantile

vs.theoretische
=

Q
Q

-D
iagram

m

O
ft

b
enützt

für
R
esiduen-A

nalyse
in

der
R
egression.

A
b

w
ann

sind
A
bw

eichungen
ernst

zu
nehm

en?

S
im

uliere
19

Q
Q

-P
lots

entsprechend
dem

M
odell!

Ist
Q

Q
-P

lot
der

D
aten

auff
ällig

gegenüb
er

diesen
19

sim
ulierten?
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M
e
rk

p
u
n
k
te

S
im

u
la

tio
n

•
S
im

ulation
kann

W
ahrscheinlichkeitsrechnung

ersetzen.

−→
S
pielerischer

U
m

gang
m

it
W

ahrscheinlichkeit.

•
S
chw

ierigkeit:
Z
usätzliche

W
irkung

des
Z
ufalls

Q
uad

A
rrow

V
erw

irrung!

•
1.A

nw
endung

in
der

S
tatistik:” M

onte
C
arlo”-U

ntersuchungen

der
E
igenschaften

von
statistischen

V
erfahren.

•
2.

A
nw

endung:
” K

alibrierung”
für

grafi
sche

D
atenanalyse.
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3
B

o
o
tstra

p

3
.1

D
ie

g
ru

n
d
le

g
e
n
d
e

Id
e
e

a
D

ie
grundlegende

A
ufgab

e
w
ar,

für
ein

b
est.

T
(gest.

M
ittel)

die
V
erteilung

L〈T
,G〉

zu
b
estim

m
en.

A
nschaulich

form
uliert:

Ich
hab

e
für

die
vorliegenden

D
aten

T
=

t
erhalten.

W
ie

unsicher
ist

dieser
W

ert?

−→
V
erteilung

von
T

–
unter

w
elcher

V
erteilung

G
der

X
i ?
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•
L
etztes

K
apitel:G

aus
param

etrischer
F
am

ilie
G

=
F

θ .
–

W
elches

θ?

N
aheliegend:

θ
aus

den
D

aten
schätzen

=
θ̂,G

=
F

θ̂ .

−→
S
im

ulation
unter

geschätzter
param

etrischer
V
ert.

N
euer

N
am

e:
” P

aram
etrischer

B
ootstrap”.

•
” N

ichtparam
etrischer

B
ootstrap:”

G
=

em
pirische

V
erteilung

der
D

aten

Inhalt
dieses

K
apitels.
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3.1b

S
chliessende

S
tatistik

ohne
M

odell?

•
X

i ∼
G
,
unabhängig

(
=

Z
ufalls-S

tichprob
e

)

•
O

hne
zusätzliche

S
truktur

keine
sinnvollen

F
ragen;

diese
brauchen

A
lternativen.

c
S
tichprob

e
b
enützen,

um
ihre

V
erteilung

zu
schätzen,

tönt
nach

M
ünchhausen.

E
igenschaften

untersuchen,
w

ie
für

jedes
andere

stat.
V
erfahren

−→
V
erfahren

b
ew

ähren
sich

für
viele

(nicht
alle!)

P
roblem

e.
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3
.2

N
ic

h
tp

a
ra

m
e
trisc

h
e
r

B
o
o
tstra

p
k
o
n
k
re

t

a
E
m

pirische
V
erteilung,

b
ezeichnet

als
Ĝ
,
ist

defi
niert

durch
P
〈X

∗
=

x
i 〉

=
1
/
n

für
jedes

x
i
aus

der
b
eob.

S
tichprob

e
sonst

=
0.

In
seltenen

F
ällen

kann
m

an
L〈T

;Ĝ〉
analytisch

b
estim

m
en.

M
eistens

gehört
zum

nicht-param
etr.

B
ootstrap

die
S
im

ulation

b
S
im

ulation
gem

äss
der

em
pirischen

V
erteilung

Ĝ
ist

eine
diskrete

V
erteilung,

charakterisiert
durch

em
pirische

V
erteilungsfunktion

Ĝ
=

T
repp

enfunktion.

S
im

ulation
von

Z
ufalls-S

tichprob
en

[X
∗1 ,...,X

∗n
]?

S
o,

w
ie

allgem
ein

für
diskrete

V
erteilungen.
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0
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0 1

x
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z
6

x
6

S
im

u
lation

von
Z
u
fallszah

len
gem

äss
Ĝ
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3.2c

F
ührt

zu:
Z
iehen

von
n

W
erten

aus
den

geg.
n

W
erten

x
i

m
it

Z
urücklegen.

R
esultat:

•
B
ootstrap-S

tichprob
e

enthält
nur

W
erte

der
b
eobachteten

S
tichprob

e.

•
E
inige

W
erte

kom
m

en
nicht

vor,
einige

1,
2,

3
...

M
al

d
A
ufgab

e:
W

ie
gross

sind
die

W
ahrscheinlichkeiten

dafür?
W

.,
dass

der
grösste

W
ert

der
S
tichprob

e
im

b
ootstrap-sam

ple

•
nicht

•
1,

2,
3

...
M

al
vorkom

m
t?
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3.2e

N
am

e
” R

esam
pling”:

W
iederverw

ertung
der

S
tichprob

e.

W
enn

analyt.
L
ösung

m
öglich

ist,
ist

der
B
egriff

irreführend!

(B
ootstrap

verw
endet

zw
ar

die
D

aten
w

ieder,

ab
er

” sam
ple-t”

nicht.)

f
W

eiter
geht’s

w
ie

vorher:

•
E
rzeuge

nrep
S
tichprob

en
[X

∗
r

1
,...,X

∗
r

n
] ,

r
=

1
,...,nrep,

•
R
echne

die
sim

ulierten
W

erte
von

T
aus:

t
(r

)
=

T〈X
∗
r

1
,...,X

∗
r

n
〉

−→
(sim

ulierte)
B
ootstrap-V

erteilung
von

T
.

nrep
m

eistens
zw

ischen
500

und
10

000.
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3.2g

B
ootstrap-V

t.
für

das
B
eispielgest. M

ittel

Density

0
50

100
150

200
250

0.000 0.005 0.010 0.015

gest. M
ittel der D

aten

B
o
otstrap

-V
erteilu

n
g

d
es

gestu
tzen

M
ittels

fü
r

d
ie

A
ir

con
d
ition

-D
aten
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3
.3

B
o
o
tstra

p
-T

e
sts

u
n
d

-V
e
rtra

u
e
n
sin

te
rv

a
lle

a
G
rundgedanke

des
statistischen

T
ests:

V
orgegeb

enes
M

odell F
0

m
it

D
aten

vergleichen:
D

iskrepanz
akzeptab

el
oder

zu
gross?

V
ert.

unter
M

odell
b
estim

m
t

A
nnahm

eb
ereich

für
D

aten.

N
ichtparam

etrischer
B
ootstrap:

M
odell

” gleich”
D

aten.
−→

P
rinzipielle

S
chw

ierigkeit:
W

ie
kom

m
en

w
ir

zu
einem

M
odell,

das
der

N
ullhyp.

entspricht,
ohne

eine
param

etrische
F
am

ilie
zu

verw
enden?

S
chon

b
esprochen:

U
m

eine
sinnvolle

statistische
U

nsicherheit
zu

b
estim

m
en,

m
üssen

w
ir

alternative
M

odelle
zu

G
einb

eziehen.
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3.3b

V
ertrauensintervalle

In
vielen

klassischen
A
nw

endungen
hab

en
V
ertrauensintervalle

die
F
orm

θ̂±
q
se

(θ
)

,
se

(θ
)
=

S
tandardfehler

von
θ

q
Q

uantil
einer

t-V
erteilung

oder
N

orm
alverteilung,

also
q
≈

2
.

S
tandardfehler

von
θ

=
S
tandardabw

eichung
der

V
t.

von
θ.

D
ie

V
erteilung

hab
en

w
ir

b
estim

m
t

(B
ootstrap-V

erteilung).
−→

V
erw

ende
S
t.dev.

der
B
ootstrap-V

erteilung
als

se
(θ

).

” B
ootstrap

norm
al

confi
dence

interval”

P
roblem

gelöst
!

???
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3.3c

D
iese

F
orm

stim
m

t
(approx.),

w
enn

gilt:

W
enn

sich
θ

verändert,
verschiebt

sich
die

V
erteilung

von
T

,

ändert
ab

er
ihre

F
orm

und
S
treuung

nicht
(stark).

N
orm

alerw
eise

kom
m

t
das

davon,
dass

auch
die

V
ert.

der
X

i

sich
nur

verschiebt.

S
tim

m
t

nicht
z.B

.
f.

B
inom

ial-V
t.

X
i ∼

B〈n
,p〉,

K
orrelation,

...
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E
ine

V
ariante

gilt
für

E
xp

onential-V
ert.:

V
ert.

w
ird

skaliert
statt

verschob
en.

L
og-T

ransform
ation

−→
V
erschiebung

A
llgem

einer:
N

ach
geeigneter

T
ransform

ation
der

T
est-S

tatistik

kann
die

V
erteilung

die
” V

erschiebungs-E
igenschaft”

(approx.)
erhalten.

d
F
alls

B
ootstrap-V

t.
norm

al
ist

(prüfen
m

it
Q

Q
-P

lot),

dann
ist

θ̂±
2·B

ootstrap-se
(θ

)
m

eistens
gut.

(V
arianz

stabil?)
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3.3e

G
rundlegendes

V
erschiebungs-B

eispiel

•
B
eobachtungen

X
i
lassen

sich
schreib

en
als

X
i
=

θ
+

Z
i
,

Z
i ∼

G
0

−→
” L

okations-F
am

ilie”

•
T

ist
eine

” translations-äquivariante”
F
unktion

T〈θ
+

Z
1 ,

Z
2 ,...,Z

n 〉
=

θ
+

T〈Z
1 ,

Z
2 ,...,Z

n 〉

•
T

schätzt
θ

im
S
inne

von

E〈T〈Z
1 ,

Z
2 ,...,Z

n 〉〉
=

0

D
ann

...
kom

m
t
m

an
ans

Z
iel–

w
enn

m
an

die
F
allstricke

b
eachtet!
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3.3f

F
alls

B
ootstrap-V

t.
schief

–
w
as

tun?
W

ir
hab

en
die

ganze
V
erteilung,

können
Q

uantile
b
estim

m
en

−→
q̂
(θ

)
0
.0

2
5

und
q̂
(θ

)
0
.9

7
5

liefern
G
enzen

des
V
ertrauensintervalls.

” B
ootstrap

p
ercentile

confi
dence

interval”

W
irklich???

–
D

as
w

ären
G
renzen

des
A
nnahm

eb
ereichs,

w
enn

N
ullhyp

othese
θ
=

θ̂
geprüft

w
erden

m
üsste!

(!)
V
erschiebungs-P

rinzip:
A
nnahm

eb
ereich

[
θ
0 −

(θ̂−
q̂
(θ

)
0
.0

2
5 )

,
θ
0
+

(q̂
(θ

)
0
.9

7
5 −

θ̂
)

]

V
ertrauensintervall-G

renzen
defi

niert
durch:

•
untere

G
renze:

θ
0

so,
dass

θ̂
=

ob
ere

G
renze

des
A
nnahm

eb
ereichs.

•
ob

ere
G
renze:

θ
1

so,
dass

θ̂
=

untere
G
renze

des
A
.
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V
ertrauensintervall:

[
θ̂−

(q̂
(θ

)
0
.9

7
5 −

θ̂
)

,
θ̂
+

(θ̂−
q̂
(θ

)
0
.0

2
5 )

]

−→
A
bw

.
des

ob
eren

Q
uantils

von
θ̂

nach
unten

abtragen
und

um
gekehrt!

” B
ootstrap

standard
confi

dence
interval”

g
H

inw
eis:

W
enn

die
B
ootstrap-V

erteilung
schief

ist,
hängt

ihre
S
treuung

oft
von

θ
ab.

−→
T
ransform

ation
von

θ
(und

T
),

V
ertrauensintervall

b
estim

m
en,

zurücktransform
ieren.
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3.3h

B
eispiel

E
xp

onential-V
erteilung

B
ootstrap-V

erteilung
schief.

S
treuung

prop
ortional

zu
σ

(P
lausibilitätsb

etrachtung!)

−→
L
og-T

ransform
ation:m

acht
E
xp

onential-V
t.zu

G
um

b
el=

V
t.

S
kalen-P

aram
eter

σ
w

ird
zu

L
okations-P

ar.
θ
=

−
lo

g〈σ〉
−→

V
erschiebungs-E

igenschaft
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log10(gest. M
ittel)

Density
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1.4
1.6

1.8
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2.2
2.4
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gest. M
ittel der D

aten

A
nnahm

ebereich

B
o
otstrap

-V
erteilu

n
g

von
lo

g〈T〉
m

it
” A

n
n
ah

m
eb

ereich
”
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log10(gest. M
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Density
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V
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B
o
otstrap

-V
erteilu

n
g,versch

ob
en

au
f
d
ie

G
ren

zen
d
es

V
ertrau

en
sin

tervalls

fü
r
lo

g〈T〉
u
n
d

zu
rü

cktran
sform

iert
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3.3i

D
iese

Idee,
allgem

einer
form

uliert:

T
sei

eine
S
chätzung

von
θ
=

T〈G〉.

Idealerw
eise

hängt
die

V
erteilung

von
T

−
θ

nicht
von

θ
ab.

G
ilt

z.B
.
für

S
chätzung

des
P
aram

eters
einer

L
okations-F

am
ilie.

F
ür

die
B
inom

ial-V
erteilung

X
∼

B〈n
,π〉

ist

T
=

X
/
n

S
chätzung

von
π
.

V
ert.

von
T
−

π
hat

E
rw

artungsw
ert

0
und

V
arianz

π
(1

−
π
)/

n
.

also:
V
arianz

hängt
von

P
aram

eter
ab.

A
nnahm

eb
ereich

f.
untere

G
renze

des
V
ertrauensint.

schm
aler

als
für

ob
ere

G
renze,

falls
π

<
0
.5

.

−→
nicht

aus
der

B
reite

für
π

=
T

zu
schätzen!
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V
erb

esserung:
S
uche

T
ransform

ation
g〈θ〉,

so
dass

v
a
r〈g〈T〉〉

nicht
von

θ
abhängt.

=
” varianzstabilisierende

T
ransf.”.

(F
ür

B
inom

ial-V
erteilung:A

rc-S
in-T

ransform
ation

g〈π〉
=

arc
sin〈 √

π〉)
B
estim

m
e
V
ertrauensintervallfür

g〈π〉
=

B
ootstrap-V

i.aus
g〈T〉

−→
R
ücktransform

ation.
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3.3j

S
tör-P

aram
eter

B
ei

den
m

eisten
F
ragestellungen

gibt
es

S
tör-P

aram
eter.

X
i ∼

N
〈µ

,σ
2〉,

µ
von

Interesse,
σ

S
tör-P

aram
eter.

−→
S
tudent’s

t-T
est

statt
z-T

est,
” S

tudentisieren”.

D
as

lohnt
sich

auch
für

die
B
ootstrap-V

ersion.

Idee:

T̃
=

T
−

θ

ŝe
m

it
se

=
σ̂
/ √

n

hat
eine

V
erteilung,

die
nicht

von
den

P
aram

etern
abhängt

–

falls
X

i ∼
L
okations-S

kalen-F
am

ilie
,
z.B

.N
〈µ

,σ
2〉.

D
ie

V
erteilung

von
T̃

eignet
sich

b
esser

zum
B
ootstrapp

en

als
die

V
erteilung

von
T

.
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3.3k

K
onkret:

•
B
erechne

B
ootstrap-V

t.
von

[T
,se

]
und

daraus
T̃

.

•
B
ilde

B
ootstrap-A

nnahm
eb

ereich
für

T̃

Q
uantile

der
B
-V

t.
−→

[t̃
0 ,t̃

1 ]

•
−→

V
ertrauensintervall

für
θ:

[
θ̂−

ŝe
·
t̃
1

,
θ̂−

ŝe
·
t̃
0

]
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M
e
rk

p
u
n
k
te

B
o
o
tstra

p

•
D

er
B
ootstrap

liefert
ohne

A
nnahm

en
üb

er
die

F
orm

der
V
ert.

der
B
eobachtungen

und
für

b
eliebig

kom
plizierte

F
unktionen

T
der

B
eob.

–
V
erteilung

von
T

–
insb

esondere
E
rw

artungsw
ert,

V
arianz

und
Q

uantile
–

V
ertrauensintervall

(B
edingungen

an
die

” G
lattheit”von

T
w
erden

gebraucht!)

•
E
s

lohnt
sich,

P
aram

eter
θ

&
S
chätzung

T

so
zu

transform
ieren,

dass
die

V
erteilung

von
T

−
θ

m
öglichst

w
enig

von
θ

abhängt,
oder

eine
standardisierte

G
rösse

T̃

für
das

B
ootstrapp

en
zu

b
enützen,

deren
V
erteilung

m
öglichst

w
enig

von
θ

abhängt.
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4
R
a
n
d
o
m

isie
ru

n
g
s-T

e
sts

4
.1

E
in

fü
h
re

n
d
e
s

B
e
isp

ie
l

a
H

agel-E
xp

erim
ent:(” G

rossversuch
IV

”im
N

apfgebiet
1978-1983)

V
erringert

das
” Im

pfen”
von

p
otenziellen

H
agelw

olken
m

it
S
ilb

eriodid
die

H
agelenergie?

Z
ielgrösse:

H
agelenergie,

gem
essen

für
n

W
olken

Z
w
ei

G
rupp

en:
ca.

n
/
2

” geim
pft”,

R
est

” K
ontrolle”.

Y
i

:
H

agelenergie
der

W
olke

i

G
i

=
{

1
falls

W
olke

i
geim

pft,
0

sonst.
H

off
nung:

Y
i
m

it
G

i
=

1
fallen

tendenziell
niedriger

aus.
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4.1b

B
eobachtet:

Y
i
=

y ∗i
16672

25
855

0
152

0
46

1219
G

i
=

g ∗i
1

1
0

0
0

1
1

0

g ∗i :
Z
ufallsausw

ahl
der

zu
im

pfenden
W

olken.

(In
W

irklichkeit
216

W
olken;

davon
w

urden
94

geim
pft.)

S
tatistischer

T
est!

H
0
:

K
eine

W
irkung.

(
−→

W
iderspruchsb

ew
eis!)

U
ngepaarter

Z
w
ei-S

tichprob
en-P

roblem
.

−→
t-T

est
?

K
eine

A
nnahm

en
üb

er
die

V
erteilung

der
Y

i !!
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4
.2

S
ta

tistisc
h
e

Ü
b
e
rle

g
u
n
g

a
N

ullhyp
othese

=
W

ahrscheinlichkeitsm
odell.

Ü
blich:

V
erteilung

für
Y

i ;
G

i
=

g ∗i
fest

vorgegeb
en.

R
andom

isierungstests:
G

i
zufällig;

Y
i
=

y ∗i
als

fest
b
etrachtet

(A
nalyse

” b
edingt

auf
die

y ∗i ”.)

F
alls

das
Im

pfen
keinen

E
infl

uss
auf

die
H

agelenergie
hat,

w
ürden

w
ir

die
genau

gleichen
W

erte
y ∗i

erhalten,

w
enn

die
W

olken
entspr.

~g
(
1
)
=

[0
,1

,0
,0

,1
,1

,0
,1

]
oder

entspr.
irgendeiner

anderen
A
usw

ahl
geim

pft
w
orden

w
ären.
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Z
ufallsausw

ahl:

Jede
A
usw

ahl
von

n
/
2

=
4

E
lem

enten
aus

n
=

8

hat
gleiche

W
ahrscheinlichkeit

p
=

(
84 )

−
1

=
17
0

D
am

it
ist

die
N

ullhyp
othese

festgelegt.
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4.2b

T
eststatistik:

S
oll

extrem
e

W
erte

annehm
en,

w
enn

A
lternative

gilt.

A
lternative:

y ∗i
m

it
g ∗i

=
1

sind
tendenziell

kleiner.

T〈~g
,~y ∗〉

=
1

n
/
2

∑i:g
i =

0

y ∗i −
1

n
/
2

∑i:g
i =

1

y ∗i
=

2n

∑

i

y ∗i (1
−

2
g

i ).

c
W

ie
ist

T
unter

der
N

ullhyp
othese

verteilt?

y ∗1 ,...,y ∗n
gegeb

en
−→

≤
(

n
n
/
2 )

m
ögliche

W
erte

für
T

.

P
〈T〈

~G
,~y ∗〉

=
t〉

=
#

{~g
|
T〈~g

,~y ∗〉
=

t}
(

n
n
/
2 )

” R
andom

isierungs-V
erteilung”
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t

Wahrscheinlichkeit

−
5000

−
3000

−
1000

1000
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0 / 70 5 / 70 10 / 70 15 / 70 20 / 70

R
andom

isierungs−
V

erteilung

t

3600
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4200
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4600

4800
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R
andom

isierungs−
V

ert., rechter T
eil
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4.2d

V
erw

erfungsb
ereich:

α
=

5
%

extrem
ste

W
erte

(so
genau

als
m

öglich).

B
eispiel: {

t|
t≥

4
6
4
3
.2

5}
(einseitig).

e
E
xp

erim
ent:

T〈~g ∗,~y ∗〉
=

14
(8

5
5

+
0

+
1
5
2

+
1
2
1
9
)

−
14
(1

6
6
7
2

+
2
5

+
0

+
4
6
)
=

−
3
6
2
9
.2

5

E
ff
ekt

in
die

unerw
artete

R
ichtung!

N
ullhyp

othese
nicht

verw
orfen;

E
ff
ekt

nicht
nachgew

iesen.

(A
uch

nicht
in

um
gekehrter

R
ichtung.)
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4.2f*

V
oraussetzung

des
T
ests:

U
nabhängigkeit

−→
R
andom

isierung
üb

er
76

” p
otentielle

H
ageltage”

D
avon

33
als

Im
pftage

ausgew
ählt.

A
nzahl

Im
pftage

zufällig.

−→
A
nalyse

b
edingt

auf
A
nzahl

H
ageltage

m
it

Im
pfung.

E
ingeschränkte

R
andom

isierung.

g
(
7
6

3
3 )

=
3
6
·
1
0

2
0

m
ögliche

A
usw

ahlen

−→
S
im

ulation
der

R
andom

isierungs-V
erteilung.
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4
.3

T
e
sts

fü
r

d
a
s

Z
w
e
i-S

tic
h
p
ro

b
e
n
-P

ro
b
le

m

a
R
andom

isierungstests
sind

auch
dann

anw
endbar,

w
enn

die
D

urchführung
des

V
ersuchs

keinen
R
andom

isierungsschritt
enthält.

V
oraussetzungen,

die
dann

gelten
m

üssen:
•

D
ie

B
eobachtungen

m
üssen

unter
H

0
gleich

verteilt
und

•
unabhängig

sein.

D
ann

stim
m

t
die

gew
ählte

Irrtum
sw

ahrscheinlichkeit
α

exakt.
D

ie
R
andom

isierungstests
bilden

in
diesem

S
inne

den

” G
oldstandard”

unter
den

statistischen
T
ests.

(*
S
chw

ächere
V
oraussetzung:

” A
ustauschbarkeit”.)
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4.3b

W
enn

B
eobachtungen

zufällig:

S
tichprob

e
[Y

1 ,...,Y
n
]

−→
geordnete

S
t.

Y
[1

] ,...,Y
[n

]

oder
em

pirische
V
erteilungsfunktion

F̂
n

(s.
B
ootstrap)

V
ert.

der
T
eststatistik,

b
edingt

auf
F̂

n ,
=

R
andom

isierungs-V
t.

B
edingte

W
.
eines

F
ehlers

erster
A
rt,

gegeb
en

F̂
n ,

=
α

—
für

jede
B
edingung

F̂
n ,

und
deshalb

auch
ohne

B
edingung.
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4.3c

B
eliebige

T
eststatistik.

D
iff

erenz
der

M
ittelw

erte
unrobust.

O
ptim

ale
T
eststatistik?

−→
M

acht
für

die
A
lternative(n)

opt.!

B
raucht

b
estim

m
te

V
erteilung(s-F

am
ilie)

−→
optim

ale
T
eststatistik

(L
ikelihood-R

atio-T
est)

d
B
eispiel:

L
ogarithm

us-T
ransform

ation,
dann

M
ittelw

ertsdiff
erenz

(robustifi
ziert).
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t l

Wahrscheinlichkeit

−
2.5

−
1.5

−
0.5

0.5
1.0

1.5
2.0

2.5

0 / 70 5 / 70 10 / 70

R
and.V

ert. für log. W
erte

0
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20
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40
50
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70

0 10 20 30 40 50 60 70
R

ang(tg )

Rang(tg
l )

g

V
ergleich der T

est−
S

tatistiken

R
an

d
om

isieru
n
gs-V

erteilu
n
g

fü
r
d
ie

M
ittelw

erts-D
iff

eren
z
von

logarith
m

ier-

ten
D

aten
im

B
eisp

iel(lin
ks)

u
n
d

V
ergleich

d
er

R
an

gord
n
u
n
g

d
er

ein
zeln

en

R
an

d
om

isieru
n
gen

(rech
ts).
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4.3e

R
obustheit.

W
ieso

eine
robuste

T
eststatistik

verw
enden,

w
enn

der
T
est

auch
ohne

diese
” V

orsichtsm
assnahm

e”die
Irrtum

sw
ahr-

scheinlichkeit
genau

einhält?

f
R
angsum

m
entest

von
W

ilcoxon,
M

ann
und

W
hitney

(U
-T

est),

T〈~g
,~y〉

=
∑

g
i =

1
R

i
=

∑
i g

i R
i
,

R
echt

robust
−→

T
est

der
W

ahl
für

das
2-S

tichpr.-P
roblem

V
erteilung

der
T
eststatistik

unter
H

0
w

ie
gehabt.

g*
H

agel-E
xp

erim
ent:

K
om

plizierte
T
eststatistik,

zw
eidim

ensional

−→
zw

eidim
.
V
erw

erfungsb
ereich.
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4
.4

E
in

e
S
tic

h
p
ro

b
e

o
d
e
r

z
w
e
i
v
e
rb

u
n
d
e
n
e

a
B
eispiel

T
ranquilizer.

Z
ielgrösse:

” H
am

ilton
depression

scale
factor

IV
”.

9
P
atienten,

vor
und

nach
A
nw

endung
des

T
ranqulizers.

vorher
(X

(1
)

i
)

1.83
0.50

1.62
2.48

1.68
1.88

1.55
3.06

1.30

nachher
( X

(2
)

i
)

0.878
0.647

0.598
2.05

1.06
1.29

1.06
3.14

1.29

A
bnahm

e
(−

Y
i )

0.952
-0.147

1.022
0.43

0.62
0.59

0.49
-0.08

0.01
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b
V
erbundene

S
tichprob

en.

D
iff

erenzen
Y

i
=

X
(
2
)

i
−

X
(
1
)

i
sym

m
etrisch

um
0

verteilt?

H
0 :

F
ür

jedes
Y

i
ist

+
und

–
-V

orzeichen
gleich

w
ahrscheinlich.

G
i
=

V
orzeichen,|Y

i |
=

” Y
i ”

im
Z
w
ei-S

tichprob
en-P

roblem
.

F
ür

jede
V
orzeichen-K

onstellation
~g
(ℓ)

=
[g

(ℓ)
1

,...,g
(ℓ)
n

]

ist
W

.
=

1
/
2

n.
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T
eststatistik

T〈~g
,~z〉

festlegen,

g
i
=

+
1

oder
=

−
1
,

z
i
>

0
.

R
and.-V

ert.
P
〈T〈

~G
,~z〉

=
t〉

=
#

{~g
|
T〈~g

,~z〉
=

t}
/
2

n

•
T〈~g

,~z〉
=

(1
/
n
) ∑

i g
i z

i
=

ave
i 〈y

i 〉
entspricht

dem
t-T

est
für

gepaarte
S
tichprob

en.

•
T〈~g

,~z〉
=

#
{
i
:
g

i
=

1}:
V
orzeichentest.

•
T〈~g

,~z〉
=

∑
i:g

i =
1
R

i ,
R

i :
R
ang

von
z

i :

V
orzeichen-R

angsum
m

en-T
est

von
W

ilcoxon.
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4.4e

B
eispiel:

>
w
i
l
c
o
x
.
t
e
s
t
(
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
1
]
,
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
2
]
,

p
a
i
r
e
d
=
T
R
U
E
)

W
i
l
c
o
x
o
n
s
i
g
n
e
d
r
a
n
k
t
e
s
t

d
a
t
a
:

d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
1
]

a
n
d
d
.
t
r
a
n
q
u
i
l
i
z
e
r
[
,
2
]

V
=
4
0
,
p
-
v
a
l
u
e
=

0
.
0
3
9
0
6

a
l
t
e
r
n
a
t
i
v
e
h
y
p
o
t
h
e
s
i
s
:
t
r
u
e
m
u

i
s
n
o
t
e
q
u
a
l
t
o

0

knapp
signifi

kant.

A
chtung:

” V
orher-N

achher-V
ergleich”!

R
ichtig:

V
ergleich

m
it

K
ontrollgrupp

e
oder

C
rossover-V

ersuch.
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4
.5

S
c
h
ä
tz

u
n
g
e
n

u
n
d

V
e
rtra

u
e
n
sin

te
rv

a
lle

a
M

odell:
T
estfrage

w
ar:

Ist
V
erteilung

sym
m

etrisch
um

0?

A
llgem

eineres
M

odell:
V
erteilung

sym
m

etrisch
um

µ

⇔
Y

i −
µ

sym
m

etrisch
um

0.

T
est:

T
eststatistik

T〈~g
,~y

−
µ
~1〉.

G
rosse

W
erte

=
A
bw

eichung
von

H
0
:
µ
.

b
D

araus
ergibt

sich
eine

S
chätzung:

µ̂
=

arg
m

in
µ 〈T〈~g

,~y
−

µ
~1〉〉
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V
orzeichen-R

angsum
m

en-T
est

−→
H

odges-L
ehm

ann-S
chätzer.

B
etrachte

W
alsh

averages
(X

h
+

X
i )/

2
.

µ̂
=

m
e
d

h≤
i 〈(X

h
+

X
i )/

2〉
.

B
eispiel

T
ranquilizer:

45
W

alsh-M
ittelw

erte

-0.1470,
-0.1135,

-0.0800,
-0.0685,

-0.0350,
0.0100,

...,
1.022

M
edian

µ̂
=

0
.4

6
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H
erleitung:

X
[k

]
k
-t-kleinster

W
ert.

X
[k

]
>

0
,

Z
h
k
=

(X
[h

]
+

X
[k

] )/
2
,

h
<

k

Z
h
k

<
0
,
w
enn

|X
[h

] |
>

|X
[k

] |.

#
{
Z

h
k

<
0}

=
#

{
h
||X

[h
] |

<
|X

[k
] |}

=
R

[k
] −

1

R
[k

]
=

#
{
h
|
Z

h
k

>
0
,

h
≤

k} .

X
[k

]
<

0
=
⇒

Z
h
k

<
0
,
w
enn

h
<

k
.

T〈~g
,~z〉

=
∑

i:g
i =

1
R

i
=

#
{
[h

,k
]|

Z
h
k

>
0
,h

≤
k}
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N
ullhyp

othese
µ

=
µ

0 :

T〈~g
,~z〉

=
∑

i:g
i =

1
R

i
=

#
{
[h

,k
]|

Z
h
k

>
µ

0 ,h
≤

k}

T
est

am
w
enigsten

signifi
kant,

w
enn

dies
=

n
(n

+
1
)

2
ist

−→
µ̂

=
m

edian〈Z
h
k |

h
≤

k〉.
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4.5f

V
ertrauensintervall

für
V
orzeichen-R

angsum
m

en-T
est:

G
renzen

des
A
nn.b

ereichs
von

T
:

c
und

c ′
=

n
(n

+
1
)/

2
+

1−
c

V
ertrauensgrenzen

=
c-ter

und
c ′-ter

W
alsh-M

ittelw
ert.

B
eispielT

ranquilizer:
c
=

6
,
c ′

=
4
0
,V

ertrauensintervall
[0

.0
1
,0

.7
8
6
].

h
A
llgem

eine
T
eststatistik

T〈
~G

,~z ∗;
µ〉:

B
etrachte

Q
〈β〉

=
P
〈T〈

~G
,~z ∗;

µ〉
>

T〈~g ∗,~z ∗;
µ〉〉−

β

S
chätzung

=
N

ullstelle
für

β
=

0
.5

.

V
ertrauensgrenzen

=
N

ullstellen
für

β
=

0
.0

2
5

und
β

=
0
.9

7
5
.

L
ösbar!
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4
.6

M
e
h
re

re
S
tic

h
p
ro

b
e
n

a
E
infache

V
arianzanalyse.

R
andom

isierung
=

Z
ugehörigkeit

der
B
eob.

zu
den

G
rupp

en.

A
nzahl

der
B
eobachtungen

in
jeder

G
rupp

e
fest.

R
änge

R
i
der

y
i
unter

allen
B
eobachtungen.

” G
rupp

ensum
m

en”
R

h
=

ave
g

i =
h R

i .
E〈R

h 〉
=

(n
+

1
)/

2
.

A
bw

eichungsquadrate
(R

h −
(n

+
1
)/

2
)
2,

gew
.
M

ittel

T〈~g
,~y〉

=
1
2

n
(n

+
1
) ∑

h
n

h (
R

h −
n

+
1

2

)
2

K
ruskal-W

allis-T
est.

2
S
tichprob

en
−→

U
-T

est.
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M
ehrere

verbundene
S
tichprob

en
=

einfacher
B
lockversuch.

n
B
löcke,

m
B
edingungen.

R
andom

isierungen?

c
B
eispiel

saure
B
öden

P
osition

B
lock

1
2

3
4

5
6

7

1
4.09

5.91
5.40

5.13
5.43

5.87
5.21

2
3.90

4.07
4.34

4.13
4.39

4.32
3.29

3
5.27

6.26
5.72

5.69
5.70

5.36
3.50

4
4.53

4.30
4.86

4.61
5.03

5.40
3.95
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Position

pH

1
2

3
4

5
6

7

3.5 4.5 5.5

B
eisp

iel
sau

re
B
öd

en
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F
riedm

an-T
est.

R
ij

=
R
ang

der
B
eobachtung

j
im

B
lock

i.

R̃
j
=

ave
i 〈R

ij 〉
m

ittlerer
R
ang

der
” S

tichprob
e”

j.

T
=

1
2
n

m
(m

+
1
) ∑

mj
=

1 (R̃
j −

(m
+

1
)/

2
)
2

.

d
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P
osition

B
lock

1
2

3
4

5
6

7

1
1

7
4

2
5

6
3

2
2

3
6

4
7

5
1

3
2

7
6

4
5

3
1

4
3

2
5

4
6

7
1

S
um

m
e

8
19

21
14

23
21

6
M

ittel
2

4.75
5.25

3.5
5.75

5.25
1.5
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>
f
r
i
e
d
m
a
n
.
t
e
s
t
(
t
.
d
t
)

F
r
i
e
d
m
a
n
r
a
n
k
s
u
m
t
e
s
t

d
a
t
a
:

t
.
d
t

F
r
i
e
d
m
a
n
c
h
i
-
s
q
u
a
r
e
d
=

1
4
.
8
,
d
f

=
6
,

p
-
v
a
l
u
e
=

0
.
0
2
1
9
9
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4.6e

V
arianzanalyse

>
s
u
m
m
a
r
y
(
a
o
v
(
p
H
~
t
r
a
n
s
+
p
o
s
,
d
a
t
a
=
t
.
d
)
)

D
f
S
u
m
S
q

M
e
a
n
S
q
F

v
a
l
u
e
P
r
(
>
F
)

t
r
a
n
s

1
0
.
1
2

0
.
1
2

0
.
1
7

0
.
6
8

p
o
s

1
0
.
1
8

0
.
1
8

0
.
2
7

0
.
6
1

R
e
s
i
d
u
a
l
s

2
5

1
6
.
5
7

0
.
6
6
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4
.7

K
o
rre

la
tio

n
u
n
d

R
e
g
re

ssio
n

a
K

orrelation
und

einfache
R
egression.

X
i ,

Y
i
(X

i
zufällig

oder
fest)

N
ullhyp

othese:
” kein

Z
usam

m
enhang”

R
andom

isierung
=

” P
aarung”

=
P
erm

utation
von

~Y
.

W
.
jeder

P
erm

utation
=

1
/
n
!
=

1
/
(n

(n
−

1
)...2

·
1
).

T
eststatistik:

•
gew

öhnliche
K

orrelation,

•
R
angkorrelation,

•
robuste

S
chätzung

des
R
egressions-K

oeffi
zienten,

...
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M
ultiple

R
egression:

P
erm

utation
von

~Y
für

T
est

der
H

yp
othese,

dass
üb

erhaupt
kein

Z
usam

m
enhang

zw
ischen

den
E
ingangs-V

ariablen
und

der
Z
ielgrösse

b
esteht.

c
Z
eitreihen:

B
eobachtungen

unabhängig?
R
andom

isierung:
P
erm

utation.
T
estgrösse:

z.B
.
erste

A
utokorrelation.

d
M

ultiple
R
egression:

E
inzelner

K
oeffi

zient
(oder

m
ehrere)

−→
kein

strikt
richtiges

R
andom

isierungsm
odell.

e*
−→

P
artielle

K
orrelation

w
ie

einfache
K

orrelation
testen.

f*
E
in

T
est,

der
auf

R
ang-M

ethoden
b
eruht

−→
Jaeckel,

H
ettm

ansp
erger

und
M

cK
ean.
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P
erm

utationen
und

andere
R
andom

isierungen.

R
egression

und
K

orrelation:
P
erm

utationen.

B
ei

zw
ei

oder
m

ehreren
G
rupp

en:
A
usw

ahlen.

P
erm

utationen:
viel

m
ehr;

viele
führen

zur
gleichen

G
rupp

enzugehörigkeit

−→
gleiche

R
andom

isierungs-V
erteilung.

H
agelversuch:

A
nzahl

p
otentielle

H
ageltage

zufällig,

A
nteil

geim
pfter

zufällig.

R
andom

isierungs-V
erteilung:

A
usw

ahlen
von

33
aus

76
T
agen

−→
b
edingter

T
est,

geg.
die

A
nzahlen

Im
pf-

und
K

ontrolltage.
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M
e
rk

p
u
n
k
te

R
a
n
d
o
m

isie
ru

n
g
s-T

e
sts

•
R
andom

isierungstests
halten

das
N

iveau
exakt

ein,

ohne
V
oraussetzungen

an
die

V
erteilung.

(U
nabhängigkeit

von
B
eobachtungen

vorausgesetzt.)

•
D

ie
T
eststatistik

kann
b
eliebig

kom
pliziert

sein.

W
ahl

m
it

(inform
ellen)

Ü
b
erlegungen

zur
M

acht.

R
obuste

T
eststatistik

(z.B
.
aus

R
ängen)

w
ählen!

•
E
s

können
auch

V
ertrauensintervalle

konstruiert
w
erden.


