5 Randomisierungs- und Rangtests

5.1 Einfiihrendes Beispiel

Verringert das ,,Impfen“ von potentiellen Hagelwolken mit Silberiodid die Hagelenergie?
Das war die Fragestellung im ,,Grossversuch IV“, einem Feldexperiment, das 1978-1983
im Napfgebiet durchgefithrt wurde.

[Wir stellen dieses Beispiel so ausfiihrlich dar, dass es, zusammen mit dem Anhang,
allenfalls als Material in einem Kurs iiber Statistik im Gymnasium verwendet werden
kann. |

Um diese Frage wissenschaftlich sauber zu beantworten, verwendet man die folgende
Grundidee: Man misst die Hagelenergie (indirekt, durch Radarbeobachtung) fiir n
Wolken, wobei man eine zuféllige Auswahl von n/2 Wolken , impft“, wihrend man die
andern ungestort ldsst. (Genaueres siehe Federer et al., Pure and Applied Geophysics
117 (1978/79), 548-571).

Wir halten die folgenden Daten fest:

Y; : Hagelenergie der Wolke ¢
{ 1 falls Wolke 7 geimpft,
G, = 0

sonst.

(G ist die ,Indikatorvariable® fiir das Impfen.)

Die Hoffnung der durch Hagel Betroffenen lautet: Die Y;, fiir die Beobachtungen 4 mit
G; =1 fallen tendenziell niedriger aus als die anderen.

Beobachtet wurde

Y, =vy; | 16672 25 855 0 152 0 46 1219

Gi=g; 1 1 0 0 0 1 1 0
Die g} reprisentieren die ,Zufallsauswahl“ der zu impfenden Wolken. [Man kann der
Frage, wie man eine Zufallsauswahl erzeugt, genauer nachgehen, vgl. Stahel (2002),
Abschnitt 4.4 u.a.] In Wirklichkeit umfasste das Experiment 216 Wolken; davon wurden
94 geimpft.

Die Fragestellung ruft nach einem statistischen Test. [Im Anhang 5.A wird die Idee
des statistischen Tests ,,ohne vorausgesetzte Kenntnisse in Statistik“ eingefiihrt.] Wir
haben die wohlbekannte Situation des ungepaarten Zwei-Stichproben-Problems vor
uns. Der Griff nach dem t-Test ist verfithrerisch — aber wenn man die Daten anschaut,
nicht zu rechtfertigen, da eine Normalverteilung sehr unplausibel erscheint. Wir hétten
gerne einen Test, der keine Annahmen iiber die Verteilung der Y; voraussetzt.
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2 5 Randomisierungs- und Rangtests

5.2 Statistische Uberlegung

Die Nullhypothese muss ein Wahrscheinlichkeitsmodell festlegen, das plausibel
erscheint, wenn die ,Hoffnung® nicht richtig ist. Es gibt zwei prinzipiell verschiede-
ne Moglichkeiten, ein Wahrscheinlichkeitsmodell fiir diese Situation aufzustellen. Die
iibliche, die dem t-Test zu Grunde liegt, besteht darin, die ,,Zielgrésse* Y; als zufil-
lig zu betrachten und die Zugehérigkeit zu den Behandlungsgruppen als vorgegeben
anzunehmen.

Die weniger iibliche geht davon aus, dass fiir die Auswahl der zu impfenden Wol-
ken (der zu behandelnden Einheiten) ein Zufallsmechanismus eingesetzt wurde. Die
Grundiiberlegung lautet: Wir beobachten bestimmte Werte y; der Zielgrosse, wenn
diejenigen Wolken geimpft werden, fiir die g; = 1 ist. Wenn das Impfen keinen Einfluss
auf die Hagelenergie hat, wiirden wir die genau gleichen Werte y; erhalten, wenn die
Wolken entsprechend den Werten

g% =10,1,0,0,1,1,0,1]

geimpft worden wéren, oder entsprechend irgendeiner anderen Auswahl von zu imp-
fenden Wolken. Diese Uberlegung fiihrt zum folgenden Wahrscheinlichkeitsmodell.

Wir betrachten die y als fest und die Auswahl [G1,...,G)] als zufillig. Das ist si-
cher gerechtfertigt, wenn die Auswahl mit einem Zufallsmechanismus getroffen wurde,
der (beispielsweise) jeder Auswahl von n/2 = 4 Elementen aus n = 8 Elementen glei-
che Wahrscheinlichkeit gibt. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Auswahl

(2)71 = %. Damit ist die Nullhypothese festgelegt.

Nach dem allgemeinen Rezept ((Stahel, Abschnitt 8.4)) miissen wir als nichstes eine
Teststatistik festlegen, die extreme Werte annimmt, wenn eine Alternative gilt. Falls
das Impfen eine Wirkung zeigt, sind die Werte y;, fiir die g = 1 ist, tendenziell
kleiner als diejenigen mit g; = 0. Die naheliegendste — wenn auch nicht die geeignetste
— Grosse dieser Art ist die Differenz der Mittelwerte

T<£7?_/):n—/2 Z - Z Yi :Ezyi(l_zgi)-
i1gi=0 i

119, = i:g;=1
Wie ist T' unter der Nullhypothese verteilt? Wenn die y7,...,y, gegeben sind, gibt
es (hochstens) (n%) mogliche Werte fiir 7'. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte
bestimmen sich nach der Regel ,,Anzahl giinstige durch Anzahl mogliche Falle®,

~ #He | T{g,y") =t}

P<T<Q’y*> :t> = ( 7 )

— meistens wird der Zdhler =1 sein. Die Verteilung wird auch Randomisierungs-
Verteilung genannt. Fiir das Beispiel ist sie in Abbildung 5.2.c dargestellt.

Der Verwerfungsbereich fasst die @« = 5% extremsten (z.B. die grossten) Wer-
te zusammen. Das lisst sich allerdings meist nicht genau erreichen, da beispielsweise
kein Vielfaches von 1/70 gleich 0.05 ist. Also muss man genauer sagen: Der Verwer-
fungsbereich fasst die extremsten Werte zusammen, deren Wahrscheinlichkeit gesamt-
haft moglichst wenig kleiner als 5% ist. Im Beispiel ergibt sich als Verwerfungsbereich
{t |t > 4643.25} (fiir eine einseitige Fragestellung).
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Abbildung 5.2.c: Randomisierungs-Verteilung im Beispiel. Links: ganze Verteilung,
rechts: Verteilung der negativen Werte (Ausschnitt aus der Figur links)

Fiir die im Experiment getroffene Auswahl g* ergibt sich

T(g",y*) = 3(855 + 0+ 152 + 1219) — 3(16672 + 2540+ 46) = —3629.25 ,
also ein Effekt in die unerwartete Richtung! Da dies < 4643.25 ist, wird die Nullhypo-
these nicht verworfen; ein Effekt der Impfung von Hagelwolken kann also nicht
nachgewiesen werden. (Wenn schon, kénnte sich der Effekt in die unerwartete Rich-
tung bei ,,umgekehrt einseitiger” Fragestellung als signifikant erweisen, was aber auch
nicht der Fall ist. Dies entspricht auch dem Ergebnis des gesamten Experiments.)

In Wirklichkeit wurden 216 Wolken beobachtet, von denen 94 geimpft wurden. Um genau zu
sein, wurden aus Griinden der statistischen Unabhingigkeit und der praktischen Durchfiihrbar-
keit jeweils fiir einen ganzen Tag bestimmt, ob alle Wolken an diesem Tag geimpft werden oder
alle der Kontrollgruppe zugeordnet werden sollten. Die Teststatistik wurde dann fiir die mittle-
re Hagelenergie der Wolken eines Tages berechnet. Es wurden schliesslich von 76 ,,potentiellen
Hageltagen“ 33 als Impftage ausgewéhlt.

Es ist auch fiir den stirksten Computer nicht méglich, fiir (gg) = 36 - 102° mogliche
Auswahlen die Teststatistik zu berechnen und damit die Randomisierungs-Verteilung
zu bestimmen. Man behilft sich (wie beim Bootstrap) mit Simulation, das heisst,
man berechnet die Teststatistik fiir beispielsweise r = 5000 zufillig ausgewéhlte Zu-
fallsauswahlen Q(E).
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5.3 Tests fiir das Zwei-Stichproben-Problem

Ausgehend von diesem grundlegenden Beispiel wollen wir nun zeigen, dass das Prinzip
des Randomisierungstest in wichtigen weiteren Situationen anwendbar ist.

Zunichst ist wichtig, festzustellen, dass Randomisierungstests auch dann ange-
wandt werden kénnen, wenn die Durchfithrung des Versuchs keinen Rando-
misierungsschritt enthilt. Die einzigen Voraussetzungen, die dann gelten miissen,
sind:

° Die Beobachtungen miissen unter der Nullhypothese gleich verteilt und

° unabhingig sein.

Wenn diese Voraussetzungen gelten, stimmt die gewihlte Irrtumswahrschein-
lichkeit a exakt. Die Randomisierungstests bilden in diesem Sinne den ,Goldstan-
dard“ unter den statistischen Tests.

Genauer gesagt geniigt eine leicht schwéichere Voraussetzung, genannt ,,Austauschbarkeit” der
Beobachtungen, an Stelle der beiden erwéhnten.

Die Voraussetzungen beziehen sich auf die iibliche Situation, in der die Beobachtungen, wie iib-
lich, zuféllig sind. Aus der Stichprobe [Y7, ...,Y},] kann man die geordnete Stichprobe Y}y, ..., Y[
oder die empirische kumulative Verteilungsfunktion F, (die auch beim Bootstrap verwendet
wurde) bestimmen. Nun betrachten wir die Verteilung der Teststatistik, bedingt auf diese
geordneten Beobachtungen oder eben auf F,, - dasist die oben angegebene Randomisierungs-
Verteilung der Teststatistik.

Nach Konstruktion betrégt nun die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art, gege-
ben F',,, (bis auf die oben erwiihnten Unterschreitungen wegen Diskretheit der Randomisierungs-
Verteilung) exakt a — fiir jede Bedingung ﬁ’n, und deshalb auch ohne Bedingung.

Die Teststatistik kann beliebig gewiihlt werden. Bei den Uberlegungen haben wir
ja keine speziellen Eigenschaften der Teststatistik beniitzt. Da die Daten offensichtlich
nicht normalverteilt sind, ist die Differenz der Mittelwerte kaum die Grosse der Wahl.
Sie ist ja ,,sehr unrobust®.

Wie wihlt man eine optimale Teststatistik? Strikt ldsst sich diese Frage nur beant-
worten, wenn man die Macht fiir die anvisierten Alternativen berechnet. Das lésst sich
nicht tun, ohne wieder eine bestimmte Verteilung oder Verteilungsfamilie fiir die Y;
vorauszusetzen. Es ist dann nahe liegend, die Teststatistik des zugehdrigen optima-
len parametrischen Tests zu verwenden. (Dieser kann allgemein nach dem Prinzip des
Likelihood-Ratio-Tests gefunden werden.)

Im Beispiel erscheint eine Logarithmus-Transformation der Daten angebracht (mit ge-
eigneter Wahl des Transformationswertes von 0). Nachher kann die Mittelwertsdiffe-
renz oder die Differenz fiir ein robustes Lagemass verniinftig erscheinen. Abbildung
5.3.e zeigt die Randomisierungs-Verteilung fiir die Mittelwerts-Differenz T" der loga-
rithmierten Daten.

Macht die Anderung der Teststatistik einen Unterschied? In der rechten Hilfte der
Abbildung 5.3.e werden die Ringe der (i) = 70 moglichen Randomisierungen g(‘f)
fiir diese neue Teststatistik mit den Rédngen beziiglich der frither verwendeten Mittel-
wertsdifferenz der unlogarithmierten Daten (Darstellung rechts) verglichen. Man sieht,
dass diese Rénge sich deutlich unterscheiden; die beiden Teststatistiken fithren also zu
unterschiedlichen Verwerfungsbereichen.
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Abbildung 5.3.e: Randomisierungs-Verteilung fiir die Mittelwerts-Differenz von loga-
rithmierten Daten im Beispiel (links) und Vergleich der Rangordnung der einzelnen
Randomisierungen (rechts).

Robustheit. Wieso eine robuste Teststatistik verwenden, wenn der Test auch ohne
diese ,Vorsichtsmassnahme* die Irrtumswahrscheinlichkeit genau einhilt? Es kann Ab-
weichungen geben, die eigentlich mit der Fragestellung nichts zu tun haben. Wenn zum
Beipiel ein einzelner riesiger Wert in einer Gruppe auftaucht (ein ,,Ausreisser”), heisst
das nicht, dass der ,Idealwert“ (Lageparameter) fiir diese Gruppe grosser ist als fiir die
andere. Man kann diesen Gesichtspunkt ebenfalls mit dem Begrift der Macht beschrei-
ben: Der Test soll kleine Macht haben gegeniiber uninteressanten Abweichungen von
der Nullhypothese. Er soll grosse Macht haben gegen interessierenden Abweichungen,
auch wenn diese durch uninteressante iiberlagert sein sollten.

Eine sehr bekannte Teststatistik ist diejenige des Rangsummentests von Wilcoxon,
Mann und Whitney (auch U-Test genannt),

T(g,y) = 291:1 R; = ZZ giRi

wobei R; den Rang der Beobachtung 1; unter allen y;-Werten bezeichnet. Da man nur
mit Ringen arbeitet, ist diese Teststatistik recht robust. Das macht den Test, wie schon
im Einfithrungsteil betont, zum Test der Wahl fiir das Zwei-Stichproben-Problem.

Die Berechnung der Verteilung dieser Teststatistik unter der Nullhypothese, die in den
Einfithrungsvorlesungen normalerweise weggelassen wird, erfolgt nach dem Prinzip,
das im vorhergehenden Abschnitt erldutert wurde. Da nur die Ringe beniitzt werden,
die ja bei festgelegter Beobachtungszahl immer gleich sind (sofern keine ,Bindungen*
auftreten), kann man die Verteilungen ein fiir alle Mal berechnen und die Grenzen des
Verwerfungsbereiches in Tabellen festhalten; man braucht also nicht fiir jeden neuen
Datensatz eine neue Berechnung der Randomisierungs-Verteilung, wie dies fiir andere
Teststatistiken notig ist.
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Im Hagelversuch wurde eine wesentlich kompliziertere Konstruktion verwendet. Zunichst wur-
de mit den Daten eines Vorversuchs ein Regressionsmodell entwickelt, mit dem die zu erwar-
tende Hagelenergie fiir jede Wolke vorhergesagt werden konnte auf Grund von erklirenden
Grossen, die vor der allfidlligen Impfung feststanden. Das diente dazu, die enorme natiirliche
Streuung der Hagelenergie ein wenig zu verringern und damit die Macht des Tests zu er-
hohen. Die neue Zielgrosse war dann die Abweichung der gemessenen Hagelenergie von der
Vorhersage. Da angenommen wurde, dass die Wirkung der Impfung fiir verschiedene Werte
einer bestimmten Wettergrosse (der Wolkenbasistemperatur) verschieden gross ausfallen kénn-
te, wurde mit diesen Abweichungen nochmals eine Regression gerechnet, mit der Wettergrésse
und dem Impfungs-Indikator als erklirenden Gréssen. Die Testgrosse fiir den Randomisierungs-
test war nun nicht nur der mittlere Unterschied zwischen den genannten Vorhersagefehlern fiir
geimpfte und ungeimpfte Wolken, sondern auch der geschétzte Unterschied der Koeffizienten
fiir die Wettervariable — also eine zweidimensionale Teststatistik, mit einer zweidimensionalen
Randomisierungs-Verteilung. Schliesslich wurde der Verwerfungsbereich in diesem zweidimen-
sionalen Raum durch ein Rechteck festgelegt, das zusammen 5% der Randomisierungsverteilung
umfasste.

Das ist ausserodentlich kompliziert. Es soll zeigen, dass man beim Randomisierungstest die
Teststatistik und den Verwerfungsbereich sehr genau auf die Situation — genauer auf die Alter-
nativen, die moglichst gut sollen nachgewiesen werden kénnen — abstimmen kann.

5.4 Bootstrap-Tests

Das Prinzip der Randomisierungstests ist mit der Grundidee des nichtparametrischen
Bootstrap eng verwandt. In beiden Methoden werden die Beobachtungen als Aus-
gangspunkt fiir gedachte andere Beobachtungen verwendet, die ,ebenso wahrschein-
lich gewesen wiren“. Sie werden deshalb unter dem Namen Resampling-Verfahren
zusammengefasst.

Wenn es darum geht, die Verteilung einer Teststatistik unter der Nullhypothese zu be-
stimmen, kénnen wir, statt die Randomisierungs-Verteilung zu beniitzen, den Boot-
strap verwenden. Unter der Nullhypothese haben alle Beobachtungen die gleiche Ver-
teilung, und wir kénnen deshalb von der empirischen Verteilungs-Funktion aller Be-
obachtungen Bootstrap-Stichproben ziehen. Der Unterschied besteht darin, dass beim
Bootstrap mit Zuriicklegen gezogen wird, wihrend fiir die Randomisierungs-
Verteilung immer die beobachtete Stichprobe verwendet wird, was einem Ziehen oh-
ne Zuriicklegen entspricht. Der (nichtparametrische) Bootstrap-Test fithrt mit dem
Zuriicklegen ein zusétzliches Zufallselement ein, das mit den Daten und der Frage-
stellung nichts zu tun hat. Das kann sich nicht auszahlen — aber meistens ist der
Unterschied klein und damit die Entscheidung iiber die Signifikanz die gleiche.

Das Thema Bootstrap-Tests wurde bereits behandelt.

Man kann natiirlich auch die Bootstrap-Vertrauensintervalle einsetzen, um mit
dem ,,Dualitdtsprinzip“ den Test durchzufiihren: Wenn das Vertrauensintervall den zu
testenden Parameterwert nicht tiberdeckt, ist eine signifikante Abweichung zu verzeich-
nen.

Eine solche Regel ist zwar einfach anzugeben, aber die Methode — wie auch der vor-
her erwiahnte Bootstrap-Test — braucht mindestens gleich viel Rechenaufwand wie ein
Randomisierungstest und hilt die gewéhlte Irrtumswahrscheinlichkeit nur gendhert
ein.
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5.5 Eine Stichprobe oder zwei verbundene

a Beispiel Tranquilizer. Die Wirkung eines Tranquilizers wurde an neun Patienten ge-
priift, indem vor und nach der Anwendung des Medikaments der ,,Hamilton depression
scale factor IV“ gemessen wurde. Die Daten stammen aus Hollander and Wolfe (1999,
Ex. 3.1) und sind in Tabelle 5.5.a wiedergegeben.

vorher (X\V) | 1.83 050 1.62 248 168 1.88 1.55 3.06 1.30

2

nachher (X”) | 0.878 0.647 0598 2.05 1.06 1.29 1.06 3.14 1.29

Abnahme (¥;) | 0.952 -0.147 1.022 043 0.62 059 049 -0.08 0.01

Tabelle 5.5.a: Daten im Beispiel Tranquilizer.

b In einem solchen Problem der verbundenen Stichproben werden, wie bekannt, pro
Beobachtungseinheit zwei Beobachtungen Yi(l) und }’;(2) gemacht, und die Frage lau-
tet, ob die Verteilung der beiden Grossen gleich ist.

Der erste Schritt besteht jeweils darin, dass — allenfalls nach Transformation der Daten
— die Differenzen X; = Yi(2) — Yi(l) gebildet werden und nun die Frage gepriift wird,
ob die Verteilung der X; symmetrisch um 0 ist. Es wird vorausgesetzt, dass die
X; unabhéngig sind.

Wenn Symmetrie gilt, ist fiir jedes X; ein positives und ein negatives Vorzeichen gleich
wahrscheinlich — unabhingig von seinem absoluten Betrag |X;|. Die Beobachtungen
mit X; = 0 miissen aus der Stichprobe entfernt werden, da sie das Vorzeichen nicht
festlegen. Sie geben ja auch keine Information iiber die Frage, welche Behandlung die
bessere sei.

Die Vorzeichen iibernehmen nun die Rolle der Gruppenzugehorigkeit G; im Zwei-
Stichproben-Problem, und die Betrige |X;| treten an die Stelle der Beobachtungen
X;. Die Wahrscheinlichkeit fiir jede Vorzeichen-Konstellation g(é) = [g§£), vy gg)] (mit

g = +1 oder = —1) ist gleich und damit = 1/2".

¢ Wir brauchen also nur eine Teststatistik der Form T'(g, z) festzulegen fiir Argumente

gi = +1 oder = —1 und z; > 0. Die Randomisierungs-Verteilung ist gegeben durch

P(T(G, z) =t) = #{g | T(g,2) =1t} /2" .

d FEinfache Festlegungen der Teststatistik fithren zu bekannten Verfahren:

. T{g,z) = (1/n))_;giz ist eine komplizierte Schreibweise fiir den Mittelwert
ave ;y; . Es entsteht der Randomisierungstest, der dem t-Test fiir gepaarte Stich-
proben am néichsten kommt.

° Die Anzahl der positiven Vorzeichen schreibt sich als T'(g,z) = #{i : g; = 1}
und liefert den Vorzeichentest.

. T(g,z) = Zi:gizl R; wobei R; den Rang von z; unter allen z; = |y;| bedeutet,

fuhrt zum Vorzeichen-Rangsummen-Test von Wilcoxon.
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e Im Beispiel des Tranquilizers erhilt man fiir den Vorzeichen-Rangsummen-Test
> wilcox.test(d.tranquilizer[,1] ,d.tranquilizer[,2] ,paired=TRUE)
Wilcoxon signed rank test

data: d.tranquilizer[, 1] and d.tranquilizer[, 2]
V = 40, p-value = 0.03906
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Der Tranqulizer scheint also einen knapp signifikanten Effekt zu haben. Dieser Schluss
ist allerdings gewagt, da er auf einem ,Vorher-Nachher-Vergleich“beruht. Ein solcher
konnte sich auch ohne wirksames Medikament ergeben. Fiir einen sauberen Nachweis
miisste man mit einer Kontrollgruppe vergleichen oder einen Crossover-Versuch anset-
zen.

5.6 Schitzungen und Vertrauensintervalle

a Der Vorzeichen-Rangsummen-Test fiir eine einfache Stichprobe priift, ob die Verteilung
der Beobachtungen symmetrisch um 0 sei. Es ist einfach, den Test fiir einen beliebigen
Wert p eines Symmetriezentrums zu erweitern: Man zieht p von allen Beobachtungen
ab und testet auf Symmetrie um 0. Wir haben also fiir alle Hypothesen der Form
»Symmetriezentrum ist p“ einen Test. Daraus kann man nun eine Schéitzung und
ein Vertrauensintervall erhalten.

b Fiir den Test wird eine Teststatistik gebildet, die misst, wie gut Daten zur Nullhypo-
these, hier also zum Symmetriezentrum p, passen. Wir konnen nun die Nullhypothese,
also pu, variieren und den Wert der Teststatistik als Funktion vonyu auffassen. Dann
kann man eine Schitzung festlegen: Man bestimmt dasjenige u, das im Sinne der
Teststatistik am besten zu den Daten passt.

* Mathematisch formuliert: Die Teststatistik hiingt von der Nullhypothese ab, T (9,y; 1) - Wenn
grosse Werte von T' die Abweichung von Hj : u anzeigen, ist die Schitzung festgelegt als der
Wert von p, der die Teststatistik minimiert, ii = arg min, (T(g, y; u))-

¢ Wenn man in diesem Prinzip die Teststatistik des Vorzeichen-Rangsummen-Tests (5.5.d)
einsetzt, erhilt man den so genannten Hodges-Lehmann-Schétzer. Man kann zei-
gen, dass sich die Schitzung aus den n(n + 1)/2 Mittelwerten (X, + X;)/2 der Paare
von Beobachtungen [Xj, X;] mit h < i, den so genannten Walsh averages, bestim-
men lisst — als deren Median

/7 = medh§i<(Xh + Xz)/2> .

Im Beispiel Tranquilizer ergeben sich 45 Walsh-Mittelwerte -0.1470, -0.1135, -0.0800,
-0.0685, -0.0350, 0.0100, ..., 1.022 mit dem Median u = 0.46.
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Die Herleitung ist nicht schwierig: Die Teststatistik ist ja gleich der Summe der Ringe R;
der positiven Beobachtungen, >°; _, Ri = >, x,-o Ri. Es bezeichne X den k-ten Wert
der geordneten Stichprobe. Wir betrachten eine positive Beobachtung Xz > 0 und dazu
die Walsh-Mittelwerte Zpy = (X[ + X[3))/2 mit den Beobachtungen, die in der geordneten
Stichprobe vorher kommen, fiir die also h < k ist. Das Vorzeichen dieser Zy; ist negativ, wenn
| X[n)| > | X[x| ist, und sonst positiv. Die Anzahl positiver Zp; ist deshalb gleich der Anzahl
Beobachtungen mit |X,| < |X[z|. Z&hlt man eins dazu, erhélt man den Rang Ry, der in
die Teststatistik eingeht, Ry = #{h | Zsx > 0, h < k} + 1. Das kann man schreiben als
Ry = #{h| Zpx >0, h <k}, da Zgx = X > 0 ist. Fiir negative Beobachtungen Xz < 0
werden alle Zp; negativ. Wenn man jetzt iiber alle Beobachtungen aufsummiert, wird klar,
dass die Testgrosse gleich der Anzahl positiver Walsh-Mittelwerte ist,

T(g,2) = Zi:gizl R; = #{[h, k] | Zni > 0,h < k} .

Testet man nun die Nullhypothese p = pg, dann ist leicht einzusehen, dass die Teststatistik
zur Anzahl Walsh-Mittelwerte wird, die > o sind. Daraus wird klar, dass der Wert 1, der am
besten zur Stichprobe passt, gleich dem Median der Walsh-Mittelwerte ist.

Ein Test legt fest, wann Daten mit Parameterwerten vertriglich sind. Damit kann
man wie iiblich Vertrauensintervalle konstruieren — sie fassen alle Parameterwerte
zusammen, die gemiss Test mit den Daten vertriglich sind.

Das Vertrauensintervall, das dem Vorzeichen-Rangsummen-Test von Wilcoxon ent-
spricht, ldsst sich ebenfalls aus den n(n + 1)/2 Mittelwerten iiber die Paare ausrech-
nen: Man muss den kritischen Wert ¢ fiir die Teststatistik des Wilcoxon-Tests aus
einer Tabelle oder der asymptotischen Ndherung bestimmen. Dann sind die Gren-
zen gleich dem c-ten und dem ¢'-ten Wert der geordneten Walsh-Mittelwerte, mit
d=nn+1)/2+1-c.

Im Beispiel Tranquilizer ist ¢ = 6 (oder ¢ = 40) und man erhilt das Vertrauensintervall
[0.01,0.786].

Leider sind die Schéitzung und das Vertrauensintervall nicht als Funktion in R vorhan-
den. Eine solche ist aber nicht gerade schwierig zu schreiben (vgl. Ubungen).

Das Prinzip der Schéitzung und der Bestimmung des Vertrauensintervalls ldsst sich auch
fiir beliebige Teststatistiken an Stelle der Vorzeichen-Rangsumme anwenden. Dann
miissen die Schitzung und die Vertrauensgrenzen als Nullstellen einer allgemeinen
Funktion

P{T(G,z";u) > T{g", 2" 1)) — B

bestimmt werden; fiir § = 0.5 erhélt man die Schitzung, fiir 5 = 0.025 und = 0.975
die Vertrauensgrenzen. Wenn die Wahrscheinlichkeit in dieser Formel mit der simulier-
ten Randomisierungs-Verteilung berechnet werden muss, ist das recht aufwéndig und
wegen der Zufilligkeit der Simulation tiickisch.
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5.7 Mehrere Stichproben

Die Verallgemeinerung des Zwei-Stichproben-Problems auf mehrere Gruppen fiihrt
zur einfachen Varianzanalyse. Es ist nahe liegend, dass die Zugehorigkeit der Beob-
achtungen zu den Gruppen die Grundlage der Randomisierung bildet, und wieder jede
mogliche Zuordnung gleich wahrscheinlich ist. Die Grundmenge der méglichen Zuord-
nungen wird jeweils so gewéhlt, dass die Anzahl der Beobachtungen in jeder Gruppe
mit den Anzahlen in den vorliegenden Daten iibereinstimmt.

Der bekannteste solche Test beruht wie der U-Test auf den Ringen R; der y; unter
allen Beobachtungen. Die Teststatistik ist diejenige einer einfachen Varianzanalyse,
angewandt auf die Réinge: Pro Gruppe wird der gemittelte Rang Rp = ave g,—pR;
gebildet. Der Erwartungswert dieser Grosse ist gleich dem mittleren Rang (n +1)/2.
Nun bildet man die Abweichungsquadrate (R — (n + 1)/2)? und summiert diese auf,
gewichtet mit der Anzahl Beobachtungen 7. Man erhilt

12 _ n+1)?
e = L (B

bis auf den Faktor vor der Summe. Dieser dient dazu, dass die Testgrosse fiir nicht allzu
kleine Stichproben gendhert standard-normalverteilt sind. Der Test heisst Kruskal-
Wallis-Test. In Hartung und Elpelt (1992, Kap. XI.1.1.B) und anderswo findet man
einen Korrekturfaktor fiir den Fall, dass viele Bindungen (gleiche Ringe) vorliegen,
sowie andere Details.

Im Fall von zwei Stichproben ist dieser Test dquivalent zum U-Test. In Programmen
muss man den U-Test deshalb oft unter dem Namen Kruskal-Wallis suchen.

Mehrere verbundene Stichproben. Die Verallgemeinerung von zwei verbundenen
Stichproben auf mehrere fithrt zu dem, was in der Varianzanalyse ein einfacher Block-
versuch genannt wird. Es liegen n Beobachtungseinheiten (Blocke) i vor, fiir die jeweils
die Werte YY) der Zielgrosse unter m Bedingungen (m ,verbundene Stichproben®)

7
aufgenommen werden.

Der allgemein bekannte nichtparametrische Test fiir die Nullhypothese der Gleichheit
der Zielgrosse unter allen m Bedingungen ist der Friedman-Test. Man bildet die
Rénge R;; der m Werte Yz-(] ) in jedem Block i und daraus die mittleren Ringe R; =
ave ;(R;;) der Bedingungen j. Die Teststatistik ist wie iiblich die Quadratsumme der
Abweichungen der R; von ihrem erwarteten Wert (m + 1)/2, mit einem geeigneten
Faktor versehen, der zu einer geniherten Standard-Normalverteilung fiihrt,

12n

T = mz;"zl(ﬁj — (m+1)/2)%.

Kritische Grenzen und Details findet man in den Biichern.

Wenn man nur m = 2 Bedingungen hat, wird der Friedman-Test zum Vorzeichen-Test.
Wie bekannt, ist dieser nur im Notfall zu beniitzen, da seine Macht klein ist. In diesem
Sinne ist auch der Friedman-Test unprézise.

Ein effizienter Test wurde von Doksum entwickelt. Er ist aber wenig bekannt. Siehe
Hollander and Wolfe (1999, Ch. 7.11).
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5.8 Korrelation und Regression

Korrelation und einfache Regression. Es werden zwei Variable X; und Y; be-
obachtet. (Die X; konnen auch fest vorgegeben sein.) Um die Nullhypothese ,kein
Zusammenhang® zu testen, wird die ,Paarung* als zufillig angesehen. Die Rolle der g;
spielt dabei eine Permutation g, also eine moégliche Anordnung der Zahlen 1,2,....n,
die zum ,,permutierten Datensatz [X;,Yy,] fithrt. Jede Permutation erhilt die Wahr-
scheinlichkeit 1/n! =1/(n(n—1)...2-1).

Als Teststatistik 7(X,Y) kann man die gewohnliche Korrelation, eine Rangkorrela-
tion, eine robuste Schitzung des Regressions-Koeffizienten oder etwas nach eigenem
Gusto wéhlen.

Das gleiche Vorgehen erlaubt es auch, in einer multiplen Regression die Frage zu
kldren, ob iiberhaupt ein Zusammenhang zwischen den erkldrenden Variablen und
der Zielgrosse besteht. Die Nullhypothese, dass die Koeffizienten aller erklirenden Va-
riablen null seien, fithrt ndmlich wieder dazu, dass alle Permutationen von Y gleich
wahrscheinlich sind.

* Setzt man die multiple Regression mit einer einzigen nominalen erklirenden Variablen als
Modell fiir die einfache Varianzanalyse ein, dann erhilt man die gleichen Tests wie oben (5.7.a).

Ebenso lisst sich fiir eine Zeitreihe feststellen, ob die Beobachtungen unabhéngig
seien. Als Testgrosse eignet sich beispielsweise die erste Autokorrelation.

Fiir den Test eines einzelnen (oder mehrerer) Koeffizienten in der multiplen Re-
gression lisst sich leider kein strikt richtiges Randomisierungsmodell angeben.

Die nahe liegende Art, wie man die Idee des Randomisierungstests hier anwenden kann, beruht
auf der Tatsache, dass der geschitzte Koeffizient 8; in der multiplen Regression aus der ein-
fachen Regression der ,partiellen Residuen“ erhalten werden kann (siehe Regression 1, partial
residual plot). Man bildet also die Residuen R(YI=9) der Regression der Zielgrosse auf alle
erklirenden Variablen ohne X (/) und die Residuen RUI=%) der Regression von X () auf die
gleichen erklirenden. Nun testet man die Steigung der einfachen Regression von R(Y|=%) auf
RUI=9) wie oben besprochen.

Ob dieser Test je genauer untersucht und angewandt wurde, ist dem Autor zur Zeit nicht
bekannt.

Ein Test, der auf Rang-Methoden beruht, stammt von Jaeckel, Hettmansperger und McKean
und ist in Hollander and Wolfe (1999, Ch. 9.6) beschrieben.

Permutationen und andere Randomisierungen. In den Tests fiir Regression und Korre-
lation legen alle Permutationen der Zahlen 1, 2, ..., n die Randomisierungs-Verteilung fest. Bei
zwei oder mehreren Gruppen waren es alle moglichen Auswahlen der Gruppenzugehérigkeit.
Man kann auch hier die Permutationen verwenden; es sind viel mehr, aber entsprechend viele
fithren jeweils zur gleichen Gruppenzugehorigkeit und damit zum gleichen Wert der Teststati-
stik.

Die Permutationen sind aber nicht die allgemeinsten Randomisierungen. Im Hagelversuch wur-
de eigentlich keine Zufallsauswahl bestimmt, bei der fest lag, wie viele potentielle Hageltage
welcher Gruppe zugehoren sollten. Man wusste am Anfang nur ungefiihr, wie viele solche Tage
sich in der vorgesehenen Versuchsdauer von fiinf Jahren zeigen wiirden. Es wurde deshalb fiir
jeden Tag je mit Wahrscheinlichkeit 1/2 Impfung oder ,Kontrolle“ festgelegt, was jede Folge
von Nullen und Einsen gleich wahrscheinlich machte. Es ergaben sich — nicht zur eitlen Freude
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der Forscher — zufilligerweise nur 33 von 76 Tagen als Impftage. Fiir die Randomisierungs-
Verteilung wurden nur die Auswahlen von 33 aus 76 Tagen beriicksichtigt, also nicht alle
Zuordnungen, die gemiss Versuchsanlage moglich waren. Man kann von einem bedingten Test,
gegeben die Anzahl Impftage, sprechen.

Es gibt einen allgemeinen Grundsatz, nach dem solche ,,Bedingungen®, die mit der Test-
frage nichts zu tun haben, nach Moglichkeit fiir die Einschrinkung des Ereignisraumes
verwendet werden sollen. Es ergeben sich ,bedingte Tests“, die im Allgemeinen pré-
ziser sind als diejenigen ohne Einschrinkung.

Fiir die Randomisierungstests heisst das, dass die Menge der Randomisierungen, die
fiir die Bestimmung der Randomisierungs-Verteilung beniitzt werden, eingeschrinkt
wird.

Eine eingeschrinkte Menge von Randomisierungen betrachtet man auch beim Problem
mehrerer Stichproben: Man ldsst nur Permutationen der Zuordnung der Beobachtun-
gen Y;(J ) zu den »otichproben“ j innerhalb des gleichen ,,Blocks® i zu — fiir jeden Block
eine unabhingige Permutation der Zahlen 1,2,....m.
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5.A Anhang: Randomisierungstests im Unterricht

Dieser Anhang enthélt zunéichst einen ausfithrlicheren Text zur Einfiihrung der Idee des
statistischen Tests an Hand eines Randomisierungstests (mit Passagen, die mit dem
vorhergehenden Text iibereinstimmen). Dann folgen Uberlegungen zur Verwendung
dieses Stoffes im Unterricht auf der Gymnasialstufe.

5.A.1 Der statistische Test als Widerspruchsbeweis

Die Fragestellung kann allgemeiner formuliert werden als: ,Hat die Behandlung der
Untersuchungseinheiten ¢ mit G; = 1 einen Effekt auf die Zielgrosse Y; 7¢ Eine solche
Frage wird mit einem statistischen Test beantwortet. Die Grundidee ist diejenige
eines Widerspruchsbeweises: Wir nehmen an, dass kein Effekt vorhanden sei, und
fithren diese Annahme zu einem ,,statistischen Widerspruch®.

Wir stellen also ein Wahrscheinlichkeitsmodell auf, das plausibel erscheint, wenn
kein Effekt vorhanden ist. Dieses Modell heisst Nullhypothese.

In unserem Beispiel gehen wir davon aus, dass fiir die Auswahl der zu impfenden
Wolken (der zu behandelnden Einheiten) ein Zufallsmechanismus eingesetzt wurde. Die
Grundiiberlegung lautet also: Wir beobachten bestimmte Werte y; der Zielgrosse,
wenn die Wolken geimpft werden, fiir die g; = 1 ist. Wenn das Impfen keinen Einfluss
auf die Hagelenergie hat, wiirden wir die genau gleichen Werte y; erhalten, wenn die
Wolken entsprechend den Werten

g =10,1,0,0,1,1,0,1]

geimpft worden wéren, oder entsprechend irgendeiner anderen Auswahl von zu imp-
fenden Wolken. Diese Uberlegung fithrt zum folgenden Wahrscheinlichkeitsmodell.

Wir betrachten die y; als fest und die Auswahl [G1,...,G,] als zufillig. Das ist sicher
gerechtfertigt, wenn die Auswahl mit einem Zufallsmechanismus getroffen wurde, der
(beispielsweise) jeder Auswahl von n/2 = 4 Elementen aus n = 8 Elementen gleiche
Wabhrscheinlichkeit gibt. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Auswahl

(i)_1 = %. Damit ist die Nullhypothese festgelegt.

Idee des ,statistischen Widerspruchs“. Angenommen, wir finden, dass alle ge-
impften Wolken kleinere Energien produzierten als alle ungeimpften. Das wire der
stirkste Beweis fur einen Effekt, den wir erwarten konnen. Dennoch ist es kein strikter
Beweis, da das auch auftreten kann, wenn das Impfen die Wolken nicht beeinflusst,
nidmlich genau fiir eine Zufallsauswahl, also mit Wahrscheinlichkeit 1/70. Wenn wir
iiberhaupt je einen Effekt als nachgewiesen bezeichnen wollen, kénnen wir in einer sol-
chen Situation, wo der Zufall mitspielt, keinen strikten Beweis verlangen. Eine sinnvolle
Entscheidungsregel hat die folgende Form: Von allen moglichen Versuchsergebnissen
scheiden wir eine Menge von extremen aus. Falls das beobachtete Ergebnis in dieser
Menge liegt, erachten wir dies als Widerspruch zum Modell und ,,verwerfen“ damit die
Nullhypothese. Die Menge heisst Verwerfungsbereich, ihr Komplement Annahme-
bereich.
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Wir miissen festlegen,
1. wie wir ,Extremitdt“ messen wollen, und
2. wie viele Versuchsergebnisse wir als extrem bezeichnen wollen.

,Extremitiat“ soll heissen: Ein extrem starker Hinweis auf den erhofften (oder in an-
dern Fillen einen befiirchteten oder anderswie zu untersuchenden plausiblen) Effekt.
Eine solche Grosse ist im Beispiel die Differenz zwischen den mittleren Energien fiir
ungeimpfte und geimpfte Wolken,

16) = Y v 3 % = 2 Y126,

Gi=0 :Gi=1

Fiir die aktuelle Zufallsauswahl erhalten wir
1 1
T(g*,y*) = 1(855 +0+ 152+ 1219) — 1(16672 + 25 + 0+ 46) = —3629.25.

T heisst die Testgrosse oder Teststatistik. Sie muss jeder Kombination von mog-
lichen beobachteten Werten ¥;,4s,...,y, und moglichen Auswahl g1,¢o2,...,g, eine
Zahl zuordnen.

Wenn die yi,...,y; gegeben sind, gibt es (hochstens) (n%) mogliche Werte fiir T'.
Wir fragen nun nach der Verteilung von 7', d.h. nach den Wahrscheinlichkeiten, mit
denen die moglichen Werte auftreten. Diese bestimmen sich nach der Regel ,, Anzahl
giinstige durch Anzahl mégliche Fille“,

P(T(G)=t) = #{g | T(g) =1} / (752)

— meistens wird der Zihler =1 sein. Die Verteilung fiir das Beispiel ist in Abbildung
5.2.c dargestellt.

Der Verwerfungsbereich fasst die extremsten (z.B. die grossten) Werte zusammen, de-
ren Wahrscheinlichkeit gesamthaft 5% (oder eine andere durch Konvention festgelegte
Prozentzahl) betrigt. Das lidsst sich allerdings meist nicht genau erreichen, da bei-
spielsweise kein Vielfaches von 1/70 gleich 0.05 ist. Also muss man genauer sagen:
Der Verwerfungsbereich fasst die extremsten Werte zusammen, deren Wahrscheinlich-
keit gesamthaft moglichst wenig kleiner als 5% ist.

Im Beispiel ergibt sich als Verwerfungsbereich {t | t > 4643.25} (fiir eine einseiti-
ge Fragestellung). Fiir die im Experiment getroffene Auswahl g* ergibt sich T'(g*) =
—3629.25, also ein Effekt in die unerwartete Richtung! Da dies < 4643.25 ist, wird die
Nullhypothese nicht verworfen; ein Effekt der Impfung von Hagelwolken kann
also nicht nachgewiesen werden. (Wenn schon, konnte sich der Effekt in die un-
erwartete Richtung bei ,umgekehrt einseitiger* Fragestellung als signifikant erweisen,
was aber auch nicht der Fall ist. Dies entspricht auch dem Ergebnis des gesamten
Experiments.)

Ein solches Ergebnis heisst nicht, dass das Impfen keinen Effekt hat. Wenn der Effekt
klein ist gegeniiber der zufilligen Streuung der Daten, wird ein wirklich vorhandener
Effekt oft nicht zu einem statistisch ,signifikanten* Ergebnis fithren, aber mit grésseren
Stichproben lassen sich auch in diesem Sinne kleine Effekte immer besser statistisch
nachweisen.
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5.A.2 Simulation der Randomisierungs-Verteilung

Um die Randomisierungs-Verteilung zu bestimmen, muss man im allgemeinen die Wer-
te der Test-Statistik fiir alle (n%) moglichen Auswahlen berechnen. Bereits bei n = 20

wird (7:}2) ~ 200’000, was auch fiir Computer schon ein spiirbarer Aufwand wird (vor
allem bei komplizierteren Statistiken, s.u.) Fiir n = 216 ist an dieses Durchrechnen

aller Moglichkeiten nicht mehr zu denken.

Die Frage lautet: Wie kann man mit einem solchen ,,unlésbaren“ Problem fertig werden?

Leute, die mit statistischen Methoden zu tun haben, kamen auf die Idee, mit Hilfe von
Wahrscheinlichkeits-Uberlegungen eine geniherte Losung zu erhalten. Die grundlegen-
de Interpretation von Wahrscheinlichkeiten ist ja die folgende: Wenn man sich fiir eine
Grundgesamtheit interessiert, die man nicht vollstindig untersuchen kann, zieht man
eine Stichprobe. Wenn man sich fiir die Verteilung einer Grosse X in der Grundge-
samtheit interessiert, dann bilden die X -Werte in der Stichprobe dafiir eine Niherung;
das Histogramm zeigt diese Verteilung anschaulich.

Diese Idee wenden wir nun auf unser genanntes Problem an. Die Grundgesamtheit bil-
den alle Randomisierungen (Auswahlen). Wir hétten gerne die Verteilung von T in die-
ser Grundgesamtheit bestimmt. Dazu ziehen wir eine Stichprobe von r* Randomisie-
rungen [ggr), gg), .- ,gg)] und berechnen fiir diese den Wert (") = T(gy), gg), .- ,ggf)).
Die durch den Computer gezogenen einzelnen Randomisierungen werden auch ,Re-
plikate“ (Wiederholungen der Zufalls-Ziehung) genannt. Die gesuchte Verteilung der
Teststatistik wird durch die empirische Verteilung dieser 7* Werte (") angeniihert —

je grosser die Anzahl, desto genauer die Niherung.

Wir haben also zur gendherten Losung des ,,unlésbaren“ Problems den Zufall bewusst
und genau kontrolliert eingesetzt. Es braucht ein klares Durchdenken, damit man die
ytechnische Ebene” der Wahrscheinlichkeit, die durch dieses Vorgehen verursacht wird,
nicht verwechselt mit dem Zufall, der im urspiinglichen Problem steckt (im Beispiel
die Zufallsauswahl, die zur aktuell beniitzten Behandlung der Wolken fiihrte).

Das Vorgehen ist allgemein anwendbar, wenn man Probleme der Wahrscheinlichkeits-
rechnung nicht rechnerisch 16sen kann oder will. Es wird als stochastische Simulation
bezeichnet. (Der Begriff Simulation wird auch in anderem Zusammenhang in der Ma-
thematik verwendet, ndmlich zur gendherten Losung von Differentialgleichungen.)

5.A.3 Anmerkungen zur Simulation

e Man kann sich iiberlegen, wie gross r* sein muss, damit die Entscheidung mit
grosser Wahrscheinlichkeit richtig ist, d.h., dass die Test-Entscheidung (signi-
fikant oder nicht) aufgrund der simulierten Verteilung mit der Entscheidung
aufgrund der exakten Randomisierungs-Verteilung ibereinstimmt. Dazu braucht
man den Begriff des P-Wertes. Es ergibt sich ein nicht sehr schwieriges Problem
der Binomial-Verteilung. Die Losung ist unabhingig vom konkreten Kontext.
Eine verniinftige Genauigkeit ergibt sich bei r*— Werten in den Tausendern.

e Wenn man direkt auf die Simulation losgeht, ohne ein Wahrscheinlichkeitsmodell
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einzufithren, ergibt sich keine Schwierigkeit: Man kniipft direkt an die Grund-
iiberlegung (s. oben) an und ldsst den Mechanismus der Zufalls-Auswahl m mal
laufen. Dies kann zunichst zu einem intuitiven Verstindnis von statistischen
Uberlegungen fithren. Der Weg zu einem genauen Verstindnis der Begriffe der
klassischen Statistik von da aus miisste aber noch erkundet werden. Es ist denk-
bar, dass viele Anwender in (ferner?) Zukunft sich mit einem solchen Versténdnis
begniigen werden.

5.A.4 Seitenbemerkungen zur Einfiihrung des statistischen
Tests

Meine Art, wie ich den Begriff des Tests auffasse und vermittle, ist wie folgt:

e Die Schliessende Statistik untersucht den Zusammenhang zwischen Daten und
Modellen. Als grundlegenden Begriff braucht man eine Regel, die angibt, wel-
che Daten mit welchen Modellen als vertréiglich gelten sollen. Es gibt viele
mogliche Regeln. Man muss sich durch Konventionen auf eine einigen. Ein Teil
der Konvention, das Niveau (meistens 5%), ist willkiirlich, zum anderen Teil, der
Test-Statistik, kann man sich Niitzlichkeits-Uberlegungen (Macht) machen.

e Von einer solchen Regel leiten sich die Tests im iiblichen Sinne und die Vertrau-
ensintervalle her.

— Test: Modell ist fixiert, der Annahmebereich bestimmt, welche Daten mit
dem Modell vertéglich sind.

— Vertrauensintervall (oder allgemeiner -bereich): Daten sind fixiert, das
Vertrauensintervall bestimmt, welche Parameterwerte, also welche Modelle
innerhalb einer parametrischen Modellfamilie, mit den Daten vertriglich
sind.

Tests sind didaktisch einfacher zu erkliren und sollten daher zuerst behandelt
werden. Der Begriff des zufilligen Intervalls ist sehr schwierig. Ich habe deshalb
Miihe mit Biichern, die den Begriff der ,Intervallschétzung® einfithren, und dies
erst noch vor dem Begriff Test. Ich fithre das Vertrauensintervall, wie angegeben,
mit dem Dualitdts-Prinzip ein, und erwidhne erst nachher, dass es sich dabei
um ein zufilliges Intervall handelt, das ,,mit Wahrscheinlichkeit 95% den wahren
Wert des Parameters enthalt“.

e Der statistische Test stellt also fiir das Verstdndnis den vielleicht wichtigsten
Grundbegriff der Schliessenden Statistik dar. Fiir die Prazis sind Vertrauensin-
tervalle niitzlicher, soweit man mit parametrischen Modellfamilien arbeitet, da
sie mehr Information geben.

e Der P-Wert ist ein standardisiertes Mass fiir die ,,Extremitéit* der Daten beziig-
lich der Nullhypothese, also eigentlich eine ,standardisierte Teststatistik“, die im-
mer (fiir kontinuierliche Daten) unter der Nullhypothese uniform verteilt ist. Fiir
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die Praxis ist die Angabe des P-Wertes ebenfalls informativer als das ,, ja/nein*-
Test-Ergebnis. Man konnte den P-Wert als Grundbegriff vor der Testregel ein-
fithren, aber das scheint mir technisch zu kompliziert zu sein.

Vertrauensintervalle (oder -bereiche) kénnen nach dm Dualitéits-Prinzip aus ei-
nem Randomisierungstest erhalten werden. Dabei scheint es zundchst, dass man
die Grenzen des Intervalls durch Nullstellensuche einer komplizierten Funktion
bestimmen muss. Vereinfachungen fiir spezielle Teststatisiken sind méglich und
teilweise Gegenstand der Forschung.

Den formalen Begriff der Macht sollte man meiner Erfahrung nach erst mit gros-
sem ,Sicherheitsabstand“ nach der Einfithrung der Grundidee des Tests bespre-
chen — also gegen Ende einer Einfithrungsvorlesung an der Hochschule. Im Gym-
nasium kann es angebracht sein, als Ausblick einmal eine Simulation eines Tests
unter einer Alternative durchzufiihren, um die Grundidee aufzuzeigen.

5.A.5 Randomisierungstests im (Zusatz-) Unterricht

Pluspunkte

Man braucht den Begriff des parametrischen Modells nicht; es muss kein Vertei-
lungstyp bekannt sein (ausser evtl. fiir Macht-Betrachtungen).

Moderne Methode
Sinnvolle Computer- Anwendung

Herumspielen moglich, sogar Forschung.

Minuspunkte

Man macht spezielle Uberlegungen, die exakt nur auf wenige einfache Probleme
der Statistik passen, oder anders gesagt:

Man steigt durch die Hintertiir in die Statistik ein.
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