5 Asymptotik und Robustheit

5.1 Konsistenz

Das Thema dieses Blockes lautet, wie man die Genauigkeit von aus Beobachtungen abgelei-
teten Grossen — vor allem Schétzungen — ermitteln kann. Unter dem Begriff Asymptotik
fasst man Betrachtungen zur Frage zusammen, wie die Verteilung von solchen Grossen
sich verhilt, wenn die Anzahl der Beobachtungen immer grosser wird — wenn sie gegen
unendlich strebt.

Hier fassen wir zunéchst Ergebnisse zusammen, die auch im Buch von Stahel (2007, Kap.
5.8) enthalten sind.

In einer Reihe von unabhéngigen Versuchen néhert sich die relative H&ufigkeit R,
des Eintretens eines FEreignisses A immer mehr einem bestimmten Wert, ndmlich der
Wahrscheinlichkeit P(A) = © = £(R,). Anders gesagt: Das Ereignis {|R, —7| > ¢},
dass die Abweichung der relativen Haufigkeit von der Wahrscheinlichkeit grosser als eine
beliebige (kleine) Zahl ¢ > 0 wird, wird mit wachsendem n immer unwahrscheinlicher,

nh—>H;oP{|Rn_7T| >eb=0.

Dies ist die einfachste Variante des so genannten Gesetzes der grossen Zahl und geht
auf Jakob Bernoulli (publiziert posth. 1713) zuriick.

Begriindung: Unter n unabhéngigen Versuchen ist die Anzahl X derer, in denen ein Ereig-
nis A eintritt, bekanntlich binomial verteilt mit Parameter m = P(A), X ~ B(n,x). Der
Erwartungswert der relativen Haufigkeit X/n ist deshalb £(X/n) =&(X) /n=nn/n=m
und die Varianz var(X/n) = var(X) /n? = nw(1 —7)/n? = m(1 — 7)/n. Schliesslich kommt
also fiir n — oo eine Verteilung mit Erwartungswert = und Varianz 0 heraus — also ,,mit
Sicherheit” die Zahl 7.

Schwaches Gesetz der grossen Zahl. Diese Idee lidsst sich verallgemeinern zur Be-
trachtung des arithmetischen Mittelwertes von n unabhéngigen Beobachtungen einer (fast)
beliebigen Zufallsvariablen:

Wenn X, Xo, ..., X, ... unabhéingige Zufallsvariable mit der gleichen Verteilung sind,
gilt

P{X, —pul>ec} =30 fiir jedes € >0,
wobei p der Erwartungswert der X; ist. Man nennt diese Eigenschaft Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit oder auch Konsistenz von X fiir pu.

Die Uberlegung ist genau analog zur vorhergehenden.
Die empirische kumulative Verteilungsfunktion néhert sich der theoretischen kumu-
lative Verteilungsfunktion, wenn n gross und grosser wird,

n—oo

Folz) = L Anzahl(i : X; < z) =% F(z) = P(X <) .

Das folgt aus dem ersten Satz, da es ja um die relative Hiufigkeit des Ereignisses {X; < =}
geht.

Version WBL, Jan 10. Reproduktion fiir kommerzielle Zwecke, auch auszugsweise, nur mit schriftl. Genehmigung
des Autors, (©
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Konsistenz der Kennzahlen. Das macht plausibel, dass alle in Tabelle 5.3.b des Bu-
ches zusammengestellten Kennzahlen fiir Stichproben bei steigendem Stichprobenumfang
immer genauer gleich der entsprechenden Kennzahl der Verteilung der einzelnen Beobach-
tung X; werden miissen, denn wir haben festgelegt, dass die theoretischen Kennzahlen aus
den empirischen entstehen, indem man die relativen Haufigkeiten durch die Wahrschein-
lichkeiten ersetzt.

Funktionale. Die empirischen Kennzahlen kann man ausrechnen, wenn man die empiri-
sche Verteilungsfunktion }A’n kennt, und ebenso sind die theoretischen Kennzahlen gege-
ben, wenn die theoretische Verteilungsfunktion I’ bekannt ist. Die Kennzahlen sind also
Funktionen, die jeder Verteilungsfunktion F' eine Zahl T(F') zuordnen — den theoretischen
Verteilungsfunktionen die theoretischen Kennzahlen und den empirischen Verteilungsfunk-

~

tionen die empirischen Kennzahlen T'(F,).

Weil nun fiir n — 0o F n — F' geht, geht auch

T<13n> "2 (R

* Damit all das sicher gilt, braucht es noch mathematische Voraussetzungen, die bei den gebriuch-
lichen Verteilungen und Kennzahlen immer erfiillt sind. Die letzte Schlussfolgerung entspricht einer
Stetigkeit des Funktionals. Ausserdem muss die Existenz von T(F') vorausgesetzt werden. Es gibt
Verteilungen, die so langschwénzig sind, dass sie keine Verianz oder sogar keinen Erwartungswert
haben, da das Integral, das diese (theoretischen) Kennzahlen definiert, unendlich oder unbestimmt
ist.

In den Definitionen von Erwartungswert und Varianz von stetigen Zufallsvariablen kom-
men Integrale vor, die fiir die empirischen Verteilungen (und fiir diskrete Zufallsvariable)
arithmetischen Mittelwerten entsprechen. Die Mathematiker schreiben allgemein £(X) =
[ xdF(z) und definieren das so, dass fiir stetige Zufallsvariable

E(X) :/xdF<x> :/ﬂ:f(x>dx,
fiir diskrete
E(X) = /xdF(x} — Zggm (X =)

und deshalb fiir empirische Verteilungsfunktionen

/xdﬁn(@ = le% =X

gilt.

Wenden wir diese Begriffe auf die Schitzung von Parametern an! Wir betrachten eine para-
metrische Familie mit einem oder mehreren Parametern = [f, ..., ,] und entsprechende
Stichproben X1, ..., X,,.

Wenn eine Stichprobenfunktion 7; k(ﬁ’ n) den Parameter 6y schétzen soll, so wird man
fordern, dass 5.1.f fiir F' = Fy und

Ti(Fy) = Ok

(fiir alle Parameterwerte ) gelten soll. Man nennt diese Eigenschaft Fisher-Konsistenz.
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Die Parameter sind bei den drei einfachsten Modellen Binomial-, Poisson- und Normal-
verteilung gleichzeitig Kennzahlen (Erwartungswert — bis auf einen Faktor n bei der Bi-
nomialverteilung — und Varianz, und es ist naheliegend und erst noch optimal, fiir die
Schétzung jeweils die entsprechende(n) empirische(n) Kennzahl(en) zu verwenden.

Das einfache Lokationsmodell. Das einfachste Problem, an dem die folgenden Uberle-
gungen veranschaulicht werden konnen, ist die Schitzung des Erwartungswertes u einer
Normalverteilung (oder bald auch einer anderes symmetrischen Verteilung) bei bekanntem
Skalenparameter o = gg. Wenn eine Stichprobe

X1, Xo, ..., X, , Xi ~N{p,a8) unabhéngig

gegeben ist, dann ist die naheliegende Schiitzung das arithmetische Mittel X . Man kann
aber auch den Median der Beobachtungen verwenden, denn g ist auch der Median — der
empirische Median ist also auch Fisher-konsistent fiir ;. Wir werden gleich noch weitere
Moglichkeiten kennen lernen.

5.2 Maximum likelihood und M-Schitzungen

Repetition des Prinzips der maximalen Likelihood. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fo(z) eines parametrischen Modells — oder bei diskreten Verteilungen die Wahrscheinlich-
keiten Pp(X =z) — kann als Funktion der Parameter aufgefasst werden und heisst dann
Likelihood; wir schreiben jetzt beide Argumente hinter einander, f(x,#), und das soll auch
den diskreten Fall umfassen, f(x,0) = Pp(X =z) (In der Mathematik nennt man das eine
,Dichte beziiglich dem Z&hlmass“.)

Die Maximum-Likelihood-Schétzung bestimmt den Parameter € oder die Parameter § =
01, ....0p], die f(z,#) maximal machen. Was man beobachtet hat, soll die grosste Wahr-
scheinlichkeitsdichte erhalten.

Wenn man eine Stichprobe von unabhéngigen Beobachtungen Xj,..., X, hat, ist die ge-
meinsame Dichte fiir alle Beobachtungen wegen der Unabhéngigkeit das Produkt der Dich-
ten f(x;,0). Deshalb maximiert man das Produkt [[, f(x;,0). Einfacher geht es, wenn man
stattdessen den Logarithmus des Produkts maximiert; das Resultat (der Wert, fiir den das
Maximum auftritt) ist dasselbe. Der Logarithmus des Produkts ist ja eine Summe. Die
Maximum-Likelihood-Schétzung maximiert also

Lizy,....zn:8) = Y log(f(x:,0))

iiber #. Es ist iiblich, diese Funktion noch mit —2 zu multiplizieren und dann zu mini-
mieren; man bestimmt also die Minimalstelle von

DY) = —2 3" Tog(flain0)) = 3 pleir6)

Die Funktion D heisst Devianz. Die p-Funktion quantifiziert die ,,Abweichung®” der Be-
obachtung z; vom Modell mit Parameter 6. Der Faktor —2 fiithrt dazu, dass fiir die
Normalverteilung mit bekannter Varianz p(z, p) = ((z; — p)/ 0)2 plus eine Konstante ist.
(Die Minimierung der Devianz beziiglich p fithrt zu Kleinsten Quadraten.)
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Beispiel logistische Verteilung. Damit es nicht immer die Normalverteilung ist, neh-
men wir als Beispiel die logistische Verteilung als Modell. Sie hat die Dichte

1 L T — [
(ez/Z +€_Z/2)2 ’ o

Dieses Modell ist, wie die Normalverteilung, dadurch charakterisiert, dass man von einer
gegebenen Dichte ausgeht, die symmetrisch um 0 ist, und die parametrische Familie erhélt,
indem man diese Verteilung mit o streckt und um g verschiebt — man nennt das eine
Lokations-Skalen-Familie. Die Form ist etwas ,langschwinziger® als die Normalvertei-
lung. Die log-likelihood ist —210g<ez/2 + e_z/2>.

Eine Maximalstelle kann man bestimmen, indem man ableitet und null setzt. Ableitung
nach 6 fiihrt allgemein zu

oL n
a—9k<9€17 i) = Zi:l sk{ri0)
wobei s die so genannten , Likelihood-Scores“ bezeichnet,

0 1 0
Sk<$;Q> = 8—(% 10g<f<xi,_9>> = —53—9]6 P(ﬂfz‘,@ .

In den {iiblichen Fallen wird bei einer Maximalstelle die Ableitung null. Bei mehreren
Parametern 0 werden alle partiellen Ableitungen null. Wenn man dann die s zu einem
Vektor s zusammenfasst, kann man schreiben

Z?:1§<xi;§> =0

Die Maximum-Likelihood-Schétzung erhélt man dann durch Auflésen dieser (impli-
ziten) Gleichung nach 9. In einfachen Fillen kann dies explizit, als Formel, geschehen. In
anderen Féllen muss man die Losung numerisch bestimmen. (Dann kann allerdings die
direkte numerische Maximierung von L einfacher sein.)

Im Fall der logistischen Verteilung wird, da z = (x — ) /0 und damit 0z/0u = —1/0
und 92/00 = —(x — p)/o? = —z /0 ist,

z/2 _ —2z/2
‘ e e
Sﬂ<$,ﬁ> R ez/2 + e—%/2
so(x;8) = zsu(x;0) .

Zu jedem Modell gehort also eine Maximum-Likelihood-Schitzung, wie sie gerade allge-
mein definiert wurde. Nun wollen wir uns von dieser strikten Zuordnung lossagen und neh-
men uns die Freiheit, Schétzfunktionen anders, aber immer noch analog zu einer Maximum-
Likelihood-Schétzung festzulegen, entweder durch eine Funktion p in 5.2.b oder durch eine
Funktion ¢ (statt s) in 5.2.d,

~ . n

0 = argming E - p(X;,0) oder

= Losung von g n . V(X;,0) =0
i=1—

(SS9

(argmin heisst Minimalstelle). Die Funktionen p und ) miissen nicht unbedingt von einem
Modell hergeleitet sein; p soll einfach auf sinnvolle Weise messen, wie schlecht eine Be-
obachtung x zum Parameter (-Vektor) 6 passt; 1 soll generell die Eigenschaften zeigen,
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die partielle Ableitungen einer solchen Funktion haben. Da die Minimierung des ersten
Ausdrucks fast immer mit dem null Setzen der partiellen Ableitungen dquivalent ist, kann
man jede Schitzung geméss der ersten Definition auch als eine mit der zweiten Definition
schreiben. Umgekehrt gibt es hingegen auch sinnvolle ¢-Funktionen, die sich nicht als par-
tielle Ableitungen einer p-Funktion schreiben lassen. Die zweite Definition ist also noch
allgemeiner als die erste. Wir werden von jetzt an nur mit der zweiten Definition arbeiten,
vor allem, weil wichtige Eigenschaften der Schétzung direkt mit 1) zusammenhéngen.

Man konnte solche Schétzungen verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schitzungen nen-
nen, sie heissen aber einfach M-Schitzungen.

Wir kénnen beispielsweise die scores-Funktion der logistischen Verteilung beniitzen, auch
wenn wir eigentlich hoffen oder glauben, dass die Beobachtungen der Normalverteilung
folgen — und wir werden sehen, dass so etwas gute Griinde hat.

M-Schitzungen als Funktionale. In der Definition der M-Schéitzungen treten Summen
auf, die man gerade so gut durch Mittelwerte ersetzen konnte. Mittelwerte entsprechen
Erwartungswerten, und so kann man jede M-Schitzung zu einem Funktional machen,
indem man sie definiert als

T,(F) = argming /p(x,_@> dF(x) oder
Ty(F) = Losung von /lﬁ<$,ﬁ> dF(z) =0.

Die Schitzungen erhilt man, indem man als F' die empirische Verteilungs-Funktion F n
einsetzt. Da Mittelwerte iiber p(X;,0) oder ¥(X;,0) — Integrale iiber f’n — fir n —
oo in Integrale {iber die theoretische Verteilu_ng F' der Beobachtungen iibergehen, ist
es naheliegend, dass die Minimalstellen respektive die Nullstellen, die die Schétzungen
definieren, nach T'(F") gehen, also 5.1.f gilt. M-Schétzungen sind konsistent.

Wenn die M-Schétzung einen Parameter 6 schétzen soll, dann muss T<P’§> = 6 sein. Fir
% heisst das, dass

[ w6w.8) dFata) =0
sein muss fiir alle §. Die Schétzung ist dann Fisher-konsistent.

Beispiel Lokationsmodell und Huber-Schitzung. Im Lokationsmodell ist die Dichte,
wenn wir g = 1 setzen,

flau) = flo—p0)  fz,0) = F=e 72

Die log-liklihood ist —%10g(27r> — (2 — p)?/2 und die Scores werden s(z,pu) = x — p.
Einfacher geht es kaum. Die Maximum-Likelihood-Schétzung wird deshalb die Losung
von Y .(z; — i) = 0 oder i = 1. 2;: das arithmetische Mittel, wie bekannt. Man sieht,
dass das arithmetische Mittel eine M-Schétzung ist, gegeben durch ¥ (x,u) =z — p.

Der Median lésst sich ebenfalls als M-Schétzung schreiben: Man setzt

-1 z—p<0
wea={ T ETEST

Als Kompromiss zwischen diesen beiden Schétzungen hat Prof. Peter Huber die M-Schétzungen
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mit einer 1-Funktion der Form

x—p firlz—p <k
vz, p)y =< —k fire —p< -k
k firx —pu >k

eingefiihrt; k ist eine wéhlbare Konstante (tuning constant). Diese ,,Huber-Schétzungen*
spielen in der Theorie der robusten Schitzungen (siche 5.6) eine zentrale Rolle.

Figur 5.2.h zeigt die besprochenen und eine weitere 1 -Funktion im Vergleich.

0 —
— Mittel
- Median
--- Huber
N= | e Biweight
T 4 o .’:-.\._;?:.\.\. ...................
= \\.\
N © ~ -
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Abbildung 5.2.h: ¥-Funktionen fiir gebrduchliche M-Schétzungen

Kehren wir zu den Maximum-Likelihood-Schétzungen zuriick, die ja spezielle M-Schétzungen
mit ¢ = s sind! Man kann leicht zeigen, dass allgemein

/ s(z,0) flx.0) dx =0

gilt. Das heisst, dass Maximum-Likelihood-Schitzungen immer Fisher-konsistente Schét-
zungen fiir die Parameter der Verteilungsfamilie sind.

Beweis: Leitet man [ f(z,6) dz =1 nach 6 ab, so erhilt man [ %f(x,ﬁ) dx = 0. Wegen
der Definition von s ist %f(m,ﬁ) = s(x,0) f(x,0), und Einsetzen ergibt die Gleichung.
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5.3 Einflussfunktion

Kehren wir von den Betrachtungen von Grenzwerten fiir grosse Stichproben zu den ein-
zelnen Beobachtungen zuriick. Wir fragen, welchen Einfluss eine einzelne Beobachtung auf
einen Schétzwert hat.

Empirische Einflussfunktion. Wir gehen von einer beobachteten Stichprobe aus — kon-
kret von 10 der 100 Werten des Beispiels der Kiikengewichte (siche 2.4.a in Stahel
(2007)), namlich

107 108 111 101 97 113 109 105 116 122.

Wir | probieren aus“, wie eine zusétzliche Beobachtung mit dem x-beliebigen Wert x
den Wert des arithmetischen Mittels verdndern wiirde. Das ist einfach auszurechnen: Der
Mittelwert aller Beobachtungen ist

nt+zy (n+1)T—7 xo
n+1  n+l n+1 ntl
= 108.9 + (wo — 108.9)/11 .

(107 + 108 + ... + 122 + x)/11 =

Die gleiche Frage kénnen wir auch fiir andere Schétzungen stellen. Der Median wird von
(108 + 109)/2 = 108.5 zu 108, falls zg < 108 ist, und zu 109, falls xy > 109 ausfillt.

In Figur 5.3.b werden diese Schitzwerte als Funktion der zusétzlichen Beobachtung x
dargestellt, zusammen mit dem 10%-gestutzten Mittelwert (hier: kleinste und grosste Be-
obachtung weglassen und Mittel der verbleibenden ausrechnen).

-

-

-
— arithm. Mittel
-=-- 10%-gestutztes M.
- - - Median

o

-

-

109

Schatzwert

108

107
|

90 95 100 105 110 115 120 125 130

X, Xo

Abbildung 5.3.b: Effekt einer zusétzlichen Beobachtung mit Wert zy auf die Schatzun-
gen von p. Die gegebenen Beobachtungen sind durch die Kreuze (+4) repriisentiert. Der
Wert der Schitzungen fiir die urspriingliche Stichprobe ist jeweils als horizontale Linie
eingezeichnet.
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Die Verdnderung durch den Zusatzwert xy héngt natiirlich von der Stichprobengriosse n
ab. Es ist hochst plausibel und auch fiir das gewohnliche und das gestutzte Mittel leicht aus
den Formeln herauszulesen, dass der Einfluss jeder einzelnen Beobachtung proportional zu
1/n ist. Um diesen trivialen Effekt los zu werden, multipliziert man die Verdnderung mit
n und definiert allgemein

SC{xo; T, 21, ..., Tpn) =N (T(ml, oy Ty ) — T(T1, ey Tp) )

als die empirische Einflussfunktion oder Sensitivity Curve der Schitzung (fiir die
gegebene Stichprobe).

Gross Error Model. Was geschieht, wenn nun n gegen oo geht? Die Stichprobe, genau-
er: die empirische Verteilungsfunktion, wird ja zur theoretischen Verteilungsfunktion F'.
Eine zusétzliche Beobachtung verschwindet dann natiirlich in den ,unendlich vielen* der
Stichprobe. Ersetzen wir die eine Beobachtung durch einen (kleinen) Anteil £ von zusétz-
lichen Beobachtungen, die alle gleich zy sind, und untersuchen ihren Effekt. Sie fithren zu
einer kleinen Stufe der Hohe ¢ in der Verteilungsfunktion. Wir erhalten als kumulative
Verteilungsfunktion der ,,Misch-Verteilung“ von einem Anteil 1 — & von ,, gewiinschten®
Beobachtungen, die dem Modell F' folgen, und einem Anteil £ von ,unerwiinschten“ Be-
obachtungen, die alle gleich x( sind,

(I1—e)F(.)+eAy ()

wobei A, die ,Stufen-Funktion® ist, die bei « von 0 auf 1 springt, A, (z) =0 fir < zg
und =1 fiir z > zg.

Je nach dem Wert xg fithrt ein ,,grober Fehler” zu einem Ausreisser oder einer durchaus
plausiblen Beobachtung (Figur 5.3.d).

G(x)

1.0

0.8
|

0.6
|

0.4

0.2

0.0
0.0

Abbildung 5.3.d: Modell fiir einen , groben Fehler* bei zy. (i) xg liegt im Bereich der
erwarteten guten* Beobachtungen, (ii) der grobe Fehler bildet einen Ausreisser.

Allgemeiner ldsst man fiir die groben Fehler nicht nur einen Wert, sondern eine beliebige
andere Verteilung zu und erhélt dann die Mischverteilung mit

G(z)=(1—¢)F(z) +eH(z) ,

das so genannte Gross Error Model.
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Einflussfunktion. Das gerade eingefiithrte Modell (in der einfacheren Form) dient dazu,
die empirische Einflussfunktion von den Daten unabhiingig zu machen. Die (asymptoti-
sche) Einflussfunktion ist definert als

IF(z: T, F) — lim T((1—e)F+eAy) —T(F) .

e—0 5

Haben Sie mit Grenzwerten keine Ubung? Einige sind einfach auszurechnen.

Das arithmetische Mittel X ist fiir theoretische Verteilungen ja der Erwartungswert, und
der erfiillt

E(l—e)F+eAy)=(1—-¢)8(F)+c&(Ay) =(1—¢)E(F) +cx.

Ziehen wir £(F) ab und dividieren durch ¢, so erhalten wir z —E(F), was nicht mehr von
¢ abhéngt. Also gibt es keinen Grenzwert zu bilden und

IF(z; X,F) =2 — E(F) .

Fiir den Median ist die Betrachtung auch nicht schwierig. Es ist ja med(F) = F~1(0.5). Falls nun z
grosser als der Median von F ist (genauer, als t. = F~1(0.5/(1 — ¢€))), dann ist
med((1 —e) F +eA,) = t.; fiir kleine x ergibt sich dementsprechend

med((1 —&)F+eA,)=F 11 -0.5/(1—¢))

Wenn wir von diesen beiden Ausdriicken med(F) abzihlen, die Differenz durch ¢ dividieren und
die Grenzwerte fiir € — 0 berechnen, dann entspricht das genau der Bestimmung der Ableitung
nach ¢ fiir ¢ = 0. Die Ableitung gibt es nur, wenn die Verteilung (in der Nihe des Medians) eine
Dichte hat, also fiir stetige Zufallsvariable. Dann gilt

d

TFH05/(1 €)= (f(F7H05/(1—2)))) - (-0.5) -

(1—-¢)?

was fiir € = 0 zu 1/(2f{u)) wird, wobei p = F~1(0.5) der Median ist. Fiir kleine 2 kommt der
gleiche Wert heraus, mit negativem Vorzeichen. Zwischen den Grenzen fiir , klein“ und ,, gross* liegt
ein Bereich, fiir den wir keine Rechnung gemacht haben — aber dieser Bereich verschwindet fiir
e — 0. Damit wird das Resultat

T V@) iz < med(F)
IF<$,X,F> = { 1/(2f(,u/§) fiir > med(F)

Diese Einflussfunktion ist also unstetig beim Median; sie springt von —1/(2f(u)) auf 1/(2f(u)).

Einflussfunktion fiir M-Schitzungen. Es sei 6 der (eindimensionale) Paramter eines
parametrischen Modells und Ty, die durch ¢ (z, ) festgelegte Schitzung. Dann gilt

1
IF(z; T, F) = —=(x,0) mit c= —/%¢<x,9> flx,0)dz .
c
Die Einflussfunktion von M-Schitzungen ist also proportional zu . Wenn T

den Parameter 6 schitzt, also [ s(z,0) f(x,0) dx = 0 gilt (siehe 5.2.g), dann kann man
die Konstante ¢ anders schreiben:

o= [ (o.0) sla.6) fa.8) da

Das ist oft einfacher zu rechnen.
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Spezialfall: Wenn man die Verteilung einer Maximum-Likelihood-Schétzung untersucht fiir
die ,Ideal-Annahme*, dass die X; von der entsprechenden Verteilung kommen, dann liefert
das 9

e=— [ S5(X.0) flo.6) do = /s(X,0>2f<x,_9> do

* Zum Beweis der allgemeinen Formel: In der Definition von T(G) fiir die Verteilung G = (1 —
e)F 4+ A, benotigen wir das Integral

/1/1<z,T<G>> dG(z) = (1 —¢) /1/)<z,T<G>> dF(z) + ey(z, T(G)) .
Wir linearisieren
(2, T(G)) = ¢z, T(F)) + %1&(% T(F)) (T(G) = T(F))
und setzen in Integral ein,

/Waﬂwwwwz/%wTw»Mwwuﬂa—Tw»/%waﬂmwww

Das erste Integral ist null dank der Definition von T(F'). Es bleibt

(1= o)(T(6) = T(F)) [ Swte. 7)) ar(a)
0
45@@Tw»< (€)= T(F) g0 T ) =0
nach T(G) — T(F) aufzuldsen,

e (V{x, T(F)) + (T(G) — T(F)) gg(w, T(F)))
e) [ Sgla, T(F)) dF(x) '

Dividiert man nun durch € und lédsst € gegen 0 gehen, dann erhélt man die Einflussfunktion.

T(G) — T(F) ~ —

Linearisierung. Es ist naheliegend, anzunehmen, dass sich der Wert einer Schéitzung fiir
eine Stichprobe — genauer: seine Abweichung vom Idealwert T(F') — ndherungsweise als
Mittelwert der Einfliisse aller Beobachtungen schreiben lisst,

T<ﬁn> ~T(F)+ 13" IF(XiT,F) .

* Es lisst sich sogar allgemeiner schreiben
T(G) = T(F) + /IF(w;T, F)d(G-F).

Das erinnert stark an die Linearisierung einer gewthnlichen Funktion, wobei die Einflussfunkti-
on die Rolle der Ableitung iibernimmt. Diese Betrachtung geht auf Richard von Mises zuriick.
Funktionale T', die dies erfiillen, heissen von Mises-Funktionale, und sie umfassen alle Stichpro-
benfunktionen, die wir betrachten.
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5.4 Asymptotische Verteilung

Zentraler Grenzwertsatz. Wenn der Stichprobenumfang immer grésser wird, dann wird
ein arithmetischer Mittelwert immer genauer gleich dem entsprechenden Erwartungswert.
Abb. ... zeigt auch, dass die die Form der Verteilung der noch verbleibenden Abweichungen
immer mehr der Form &hnelt, die man bestens kennt. Genauer:

Die Verteilung des standardisierten Mittelwertes
a/vn

néhert sich fiir wachsendes n immer mehr einer Standard-Normalverteilung an,

Zn,

P(Z,<z2) =% ®(z)

(® bezeichnet die kumulative Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.) Dies
gilt, wenn die X; unabhéngig und gleich verteilt sind und ihre Varianz endlich ist.

Zum Beweis dieses Satzes fithren mehrere Wege. Man braucht aber weitere Begriffe oder
ziemlich viel Zeit dafiir.

Man kann den Zentralen Grenzwertsatz auch so schreiben:

Xn m~ N{u,0%/n)
S, m~ N(u,no?)

(~~: ,ungefihr verteilt wie ...“, also insgesamt ,,ungefihr normalverteilt mit Erwartungs-
wert g und Varianz o2 /n respektive no?)

Zentraler Grenzwertsatz fiir Funktionale. Aus der Linearisierung in 5.3.i und dem
Zentralen Grenzwertsatz ergibt sich

T(X1, Xi,..., X)) =~ N(T(F),v/n) v =var (IF(X; F))
Es gilt immer & (IF(X;F)) = 0. Deshalb kann man auch schreiben

v=_E (IF(X;F)*) .

Asymptotische Varianz fiir M-Schitzungen. Aus 5.3.h erhélt man

v:é/¢mmﬂwgy

Fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung ist das Integral gleich dem ¢, und man erhélt

v=1/c, c= /8<£C,9>2 dFy(x) .

Dieses Integral, der Erwartungswert der quadrierten Scores, heisst Fisher-Information.
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Beispiel Huber-Schitzung. Fiir die Huber-Schéitzung wird die asymptotischen Varianz
bei der Standard-Normalverteilung gleich

Y [ (2,0)% dd(z)
(J¥(z.0) d2(z))’

Dank der einfachen Form von ¢ wird der Nenner zum Quadrat von P(|Z| < k) = 2®(k) —
1. (Den Zihler kann man durch die kumulative x?2-Verteilungsfunktion ausdriicken.)

Figur 5.4.e zeigt die asymptotische Varianz als Funktion der Wahlkonstanten k. Fiir k£ —
oo geht die Kurve gegen 1, denn die Huber-Schéiitzung wird dann zum arithmetischen
Mittel.

1.0 1.2 14 1.6

as. Varianz

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 16 18 2.0
k

Abbildung 5.4.e: Asymptotische Varianz der Huber-Schétzung in Abhéngigkeit vom Wahl-
parameter k

Beispiel logistische Verteilung. Die asymptotische Varianz fiir die Maximum-Likeli-
hood-Schétzung wird fiir die Verteilung mit =0 und o =1 gleich

(ez/Z _ 6—2/2)2

Die ,logistische Standard-Verteilung (v = 0, 0 = 1) ist nicht direkt mit der Standard-
Normalverteilung zu vergleichen, denn sie hat eine grossere Streuung. Thre Varianz ist
72/3 = 3.3. Da die Varianz sozusagen zur Normalverteilung gehort, ist es wohl angebrach-
ter, die asymptotische Varianz der Maximum-Likelihood-Schitzung fiir die Lokation zu
vergleichen. Das ist fiir die Normalverteilung das arithmetische Mittel mit asymptotischer
Varianz 1 bei der Standard-Normalverteilung. Fiir die logistische Verteilung mit o = 1 ist
diese Varianz gleich 0.333 und deshalb gleich 1 fiir den Parameterwert o = 1.732.
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Maximum likelihood als asymptotisch beste Schitzung. Man kann beweisen, dass
die Maximum-Likelihood-Schétzung unter allen Fisher-konsistenten Schétzungen fiir den
Parameter 6 die kleinste asymptotische Varianz hat. Sie ist also die beste Schétzung —
wenigstens fiir (unendlich) grosse Stichproben.

Tests und Vertrauensintervalle. Wenn die Verteilung einer Schitzung bekannt ist,
kann man damit ja ohne Weiteres einen Test fiir Nullhypothesen iiber den geschitzten
Parameter und ein Vertrauensintervall bestimmen. Da die Verteilung normal ist, erhilt
man einfach

) als standarisierte Testgrosse T = (8 — ) //v/n; sie ist niherungsweise standard-
normalverteilt.

° als Vertrauensintervall fiir 6: 6 4 1.96 % \/v /n.

Quadratsummen. Etliche Teststatistiken sind auf Summen von quadrierten Zufallsvaria-

blen aufgebaut. Ein Beispiel dafiir bildet die Teststatistik eines Chiquadrat-Anpassungstests

oder eines Tests fiir Unabhéngigkeit in Kontingenztafeln. Beide Grossen sind nach dem
Rezept*

7

T=3 (Ne—pm)/me, o= EN)

aufgebaut. Da es sich um eine Summe handelt, muss der Zentrale Grenzwertsatz gelten.
Das tut er auch, wenn die Anzahl der Terme in der Summe ,, gross“ ist. Aber man braucht
ihn nicht, da eine bessere Approximation durch die Chiquadrat-Verteilung gegeben ist.
(Da besteht kein Widerspruch, da die Chiquadrat-Verteilung fiir eine grosse Anzahl Frei-
heitsgrade einer Normalverteilung gleicht.)

Wieso eine Chiquadrat-Verteilung? Erinnern wir uns an ihre Definition. Danach ist die x?2-
Verteilung die Verteilung einer Summe von unabhéngigen, quadrierten standard-normal-
verteilten Zufallsvariablen. Da jeder Summand in der obigen Summe in grober Naherung
standard-normalverteilt ist, bildet die Chiquadrat-Verteilung eine gute Approximation der
Verteilung der Summe.

Likelihood ratio test.

5.5 Likelihood Ratio Tests

Dieser Abschnitt ist fiir das Skript noch nicht formuliert. Deshalb wird hier der entspre-
chende Ausschnitt aus den englischen Folien eingefiigt. The plausibility of a model in the
light of data is measured by the likelihood.

A null hypothesis usually restricts a parameter to a specific value (or one side of a given
value, for one-sided case).

The restriction deteriorates the “fit” of the data to the model. The likelihood decreases. If
it decreases too much, the null hypothesis must be rejected.

— Test statstic:
° likelihood ratio, or
° log likelihood difference, or

° deviance — difference of deviance values between “full model” (free parameter) and
“reduced model” (parameter fixed at “null value”)
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Example: simple regression, scale known. Log likelihood: ¢ — # > i — Brxy — Bo)?
Maximum likelihood = Least Squares.

Null hypothesis 81 = 0, [y unspecified. — Log likelihood difference
¢ 52 Zi(yi — Brxi — fo)? — (C — 503 Zi(yi - Biw; — ﬁo)2>
= 32 (Zl(yz — B — Bo)? — Zl(yl - 50)2)

= difference of Sums of Squares (total minus residual)
= Sums of Squares of Model ... divided by 202.

0% unknown — estimate from residuals! multiply by 2 — Difference of deviances
— F-Test.

(To be precise, o is estimated under the alternative, not under the null hypothesis...)

Also applicable for multiple regression, more than one coefficient to be tested.

Same properties for deviance differences — asymptotically — in general (under conditions):
Under the null hypothesis, the deviance difference (= twice the log likelihood ratio)
is distributed asymptotically ~ Xif‘ Degrees of freedom df = number of parameters
that are

fixed by null hypothesis.

Only applies to “nested” models: The reduced model is obtained by restricting the full
model.

5.6 Robuste Schitzungen

Die Einflussfunktion zeigt, wie gross der Einfluss einer einzelnen Beobachtung auf eine
Schétzung ist. Auf das arithmetische Mittel wird ein einzelner Wert, wenn er weit von den
iibrigen Beobachtungen weg liegt — ein Ausreisser — einen sehr grossen Einfluss haben. Die
Einflussfunktion ist ja unbegrenzt! Besser sieht es fiir die beiden anderen Schitzungen in
Figur 5.3.b und auch fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung der logistischen Verteilung
aus: Thre Einflussfunktionen sind begrenzt.

Gross error sensitivity. Es liegt nach dieser Bemerkung nahe, eine begrenzte Ein-
flussfunktion zu verlangen, wenn man sich gegen einen zu starken Einfluss von Ausreissern
schiitzen will, und man kann den maximalen Wert der Einflussfunktion als Mass fiir die
Robustheit verwenden.

Die Gross error sensitivity ist definiert als

YT, F) = SgpﬂIF@c;T, Byl .

(sup heisst supremum und ist der mathematisch prizise Ausdruck fiir das Maximum.)

Beispiele:
° Fiir den Median ist [IF(z; T, F) | = 1/(2f (med(F))) fiir alle x, also ist auch v*(T', F)
SO gross.

° Fiir das arithmetische Mittel ist IF unbegrenzt und deshalb 7*<)? ,F > = 00.
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Maximaler Bias. Allerdings ist die Einflussfunktion, wie andere ,,Ableitungen* auch, nur
fiir kleine Abweichungen von der Verteilung F', um die herum linearisiert wird, massge-
bend. Zuverlissiger ist es, die Funktion selbst zu untersuchen.

Wir wollen immer noch annehmen, dass die Modell-Verteilung F' nidherungsweise gilt.
Das driicken wir jetzt so aus, dass die wahre, unbekannte Verteilung G eine Gross Error-
Verteilung ist, die sich also schreiben ldsst als (1 — €) F'(.) + €H(.) mit beliebigem H,
aber einem &, das kleiner oder gleich einer Schranke ¢ ist. Alle solchen Verteilung bil-
den die so genannte ,,Gross Error-Umgebung” U(F,e¢) von F mit ,Radius® . (Im
mathematischen Sinn ist das keine Umgebung!)

Fiir die Robustheit fragen wir nach der schlimmsten ,Verfilschung® (Bias), die die Statistik
T erfahren kann,
bie;T,F)y= sup (G(T)) .
Gel(Fe)
Dieses Mass ist abhéngig vom ,,Radius“ € und oft schwierig zu berechnen, aber es ist ein
befriedigenderes Mass fiir die Robustheit als die Gross Error Sensitivity, da es auch fiir
Statistiken anwendbar ist, die nicht oder nicht gut linearisierbar sind.

Wenn die Gross Error Sensitivity unendlich ist, ist es fast immer auch der maximale
Bias, fiir jedes € > 0. Das bedeutet, dass ein einzelner Ausreisser, wenn er nur geniigend
weit weg ist, die Statistik 7' beliebig weit vom ,,Sollwert* T(F') weg bringen kann. Wenn
das der Fall ist, spricht man vom ,,Zusammenbruch®, englisch breakdown von 7. Das
arithmetische Mittel kann man schon mit einem beliebig kleinen ,, Ausreisser-Anteil“ € zum
Zusammenbruch bringen; fiir andere Schétzer braucht das einen gewissen Mindestanteil.
Diese Uberlegungen fithren zur folgenden Definition.

Der Bruchpunkt (breakdown point) ¢*(7', F') (beziiglich des Gross Error-Modells) ist
der minimale ,Radius“ ¢ einer Umgebung um F', fiir den 7" zusammenbricht,

e"(T,F) = inf(b(e; T, F) = o0) ,

3
(inf heisst infimum und kann mit Minimum iibersetzt werden).

Empirischer Bruchpunkt. Wenn wir von den asymptotischen Begriffen wieder zu endli-
chen Stichproben zuriickkehren, wird die vorhergehende mathematisch wirkende Funktion
recht einfach und anschaulich. Wir gehen von einer Stichprobe x1, x2, .., , aus und fiigen
weitere ¢ beliebige Werte z7, 5, ...,z als Beobachtungen hinzu. Wieder fragen wir, ob
die Statistik T durch diese zusétzlichen Beobachtungen beliebig verfilscht werden kann,
also wie gross T<x1, Xy eeey Ty, T, X5, .., x2> —T(x1,29,...,x,) werden kann. Wenn der Be-
trag dieser Differenz oo werden kann, ist der Zusammenbruch erfolgt, und der empirische
Bruchpunkt ist der grosste Anteil ¢/(n + ¢), fiir den dies nicht passiert.

Im Prinzip hiangt der empirische Bruchpunkt von der Stichprobe ab. Hiufig ist das aber
dann doch nicht so. Beispielsweise ist anschaulich klar, dass das 10% gestutzte Mittel
zusammenbricht, wenn der Anteil beliebig falscher Beobachtungen mehr als 10% betrigt,
und zwar unabhéngig von den gegebenen Beobachtungen xi,xs, .., z,. Genauer: Fiir ein
festes n + ¢ kann der Bruchpunkt nur ein Vielfaches von 1/(n + ¢) sein. Der empirische
Bruchpunkt ist das kleinste Vielfache, das < 10% ist.
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Die beiden Versionen des Bruchpunktes messen die Robustheit mit einer sehr groben
Brille: Sie betrachten nur die ,,absolute Katastrophe“ eines totalen Zusammenbruchs. Fiir
Ausreisser mit einem Anteil unterhalb des Bruchpunktes kann die Verfialschung recht gross
werden; nur vollige Unbegrenztheit ist ausgeschlossen.

Der Vorteil dieser Masse besteht darin, dass sie recht einfach zu verstehen sind und keine
Entscheidung dariiber erfordern, was eine noch tolerierbare Verfilschung sein soll.

Wenn man sich dagegen absichern will, dass Ausreisser einen grossen Effekt auf ein Re-
sultat haben, wird man eine sinnvolle Gross Error Sensitivity und einen geniigend hohen
Bruchpunkt verlangen. Die beiden Aspekte kann man sinnbildlich vergleichen mit der Si-
cherheit einer Briicke: Die Gross Error Sensitivity misst, wie stark die Briicke ins Vibrieren
kommen kann, wenn ein relativ schwacher Wind blést, und der Bruchpunkt misst, wie viel
Wind es braucht, bis die Briicke einstiirzen kann.

Beide Masse konzentrieren sich auf die schlimmstmogliche Windrichtung. Oft wird die
Briicke auch bei stédrkerem Wind standhalten, wenn er nicht gerade aus der Querrichtung
blast. Andererseits kann es schon praktisch unmdoglich werden, iiber die Briicke zu fahren,
wenn sie nicht am Einstiirzen ist, aber gewaltig schwingt — der Bias b(e; T, F') kann schon
untolerierbar gross werden, wenn & < ¢*(T, F) ist.

Kehren wir zu den kleinen Stérungen e zuriick! Wir méchten dann eine moglichst kleine
Gross Error Sensitivity. Man kann zeigen, dass fiir einen Lokationsparameter der Median
die kleinst-mogliche Gross Error Sensitivity hat. Andererseits wissen wir, dass der Median
eine wesentlich grossere Streuung hat als die optimale Schétzung, wenn die Beobachtungen
normalverteilt sind.

Nochmals ein sinnbildlicher Vergleich: Um sich gegen das Risiko eines zu grossen Einflus-
ses von Ausreissern abzusichern, muss man wie bei einer Versicherung eine Prémie zahlen
— hier in Form eines Verlustes an Genauigkeit unter idealen Bedingungen.

Man kann nach den guten Kompromissen zwischen Absicherung und Pramie fragen.
Prof. F. Hampel hat dieses Problem wie folgt formuliert: Gesucht ist die Schitzung, deren
Gross Error Sensitivity hochstens gleich einer Schranke g ist und die unter dieser Neben-
bedingung die kleinst-mdogliche asymptotische Varianz aufweist. Er hat fiir dieses Problem
auch allgemein die Losung hergeleitet.

Fiir die Normalverteilung mit bekannter Varianz liefern die Huber-Schéitzungen die Losung
des Problems. Figur 5.4.e zeigt, dass man fiir eine ,,Pramie* von 5% mehr asymptotischer
Varianz eine Schranke & von k = 1.345 erhélt. Das entspricht einer Gross Error Sensitivity
von 1.637. Der Median hat eine asymptotischer Varianz von 1.571 und eine Gross Error
Sensitivity von 1.253. Der Kompromiss lohnt sich wohl!

5.7 Ausblick

Die Hauptzweck dieses Kapitels war die Einfithrung der Idee, eine asymptotische Nor-
malverteilung als Ndherung fiir die Verteilung einer Schétzung oder einer Teststatistik zu
verwenden. Diese Idee wird in der Statistik immer wieder gebraucht. Da es dazu niitzlich
war, die Einflussfunktion einzufiihren, haben wir sozusagen als Nebenprodukt Begriffe der
robusten Statistik eingefiihrt. Dieses Thema wird uns in einem spéteren Block beschéfti-
gen, in dem es ausfiihrlicher behandelt und vor allem auf die Regression angewandt wird.
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Mehrdimensionale Schitzungen. Wir haben den Begriff der M-Schétzung zwar fiir
mehrere Parameter eingefithrt, in der nachfolgenden Theorie aber nur einen eindimen-
sionalen Parameter betrachtet. Schon die Normalverteilung hat zwei Parameter. Um die
Theorie fiir die Schéitzung mehrerer Parameter zu formulieren, miissen wir zuerst die Be-
griffe der multivariaten Verteilungen, vor allem auch die multivariate Normalverteilung,
kennen lernen, was in die Vorlesung multivatiate Statistik gehort.

Small Sample Asymptotics. Es gibt Nidherungen fiir Verteilungen von Statistiken T,
die auf genaueren ,Entwicklungen“ (analog Taylor-Entwicklung iiber das lineare Glied
hinaus) beruhen. Sie produzieren als Ndherungs-Verteilung nicht einfach Normalvertei-
lungen und sind teilweise erstaunlich genau schon fiir sehr kleine Stichproben. (Stichworte:
Sattelpunkt-Methoden, Edgeworth, Large Deviations, ...) Sie sind aber bisher nicht weit
verbreitet.
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