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4Residuen-Analyse

4.1Problemstellung

aModellannahmen:Ei∼N〈0,σ
2
〉

(a)E〈Ei〉=0:Linearität,Additivität.

(b)gleicheVarianzvar〈Ei〉=σ
2

,

(c)normalverteilt.

(d)Eiunabhängig,

bVoraussetzungenüberprüfen!

nichtRechtfertigung,sondernChance:

besseresModell,explorativeDatenanalyse.
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dVerbesserungen:

•Variabletransformieren,

•zusätzlicheTerme,beispielsweiseWechselwirkungen,insModellauf-

nehmen,

•Beobachtungengewichten,

•allgemeinereModelleundMethodenverwenden.

eGraf.Darstellungen(ev.Tests)=Diagnose-Untersuchung

Abweichungen=Symptome

versch.Abweichungen−→Syndrom−→Diagnose−→
Therapie
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4.2ResiduenundangepassteWerte
aEinfacheRegression−→Streudiagrammbetrachten!

MultipleRegression−→mehrereX
(j)−→angepassteWerte

angepasste Werte

log10(E
rschütterung)

−0.20.00.20.40.60.8

−0.5

0.0

0.5

1.0
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bWelcheAbweichungenvonVoraussetzungenkönntemanhiersehen?

(a)Regressionsfunktion:VerlaufderPunkte.

TypischeAbweichung:KrümmungdesmittlerenVerlaufs.

c(b)GleicheVarianzen:StreubreitederPunkteumdieGerade.

TypischeAbweichung:Punktelaufengegenrechtsauseinander.

d(c)VerteilungderFehler:StreuenPunktesymmetrischumdieGerade?

Ausreisser?

eWiebeurteilen?

•AbweichungimBereichdesZufalls?

•Abweichunggefährlich?AntwortabhängigvomZweckderStudie!
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fVariantedesDiagrammsYgegenŷzeigtAbweichungengenauer:

Tukey-Anscombe-Diagramm:ResiduengegenangepassteWerte
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R
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g(a)Regressionsfunktion:E〈Ei〉=0.MittelwertderRiüber„Fenster"

derŷi

−→gleitendesMittel−→Glättung„lowess",robust

−→NichtparametrischeRegression.
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angepasste Werte

R
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ŷi

Ri

hAbweichungzufällig?−→Simulation

19zusätzlicheKurven.Idtdiebeobachtete„dieextremste"?

−→„grafischerTest"



71 4.2

i(b)GleicheVarianzen:GleitendeVarianz?

besserlowessfür
√

|Ri|gegenŷi.
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4.3VerteilungderFehler

a(c)Normalverteilung?HistogrammderEiresp.ResiduenRi

!DieZielgrösseYmussnichtnormalverteiltsein!
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bRaffinierter:Quantil-Quantil-Diagramm(QQ-Plot,normalplot)

Quantile der Standardnormalverteilung

G
eordnete R

esiduen
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cAbweichungenzufällig?Anpassungstest(goodnessoffittest)
dOdersimulieren!
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eVerteilungderZufallsfehler!?–ZufallsfehlerEi6=ResiduenRi

Ri=Yi−ŷibeideszufällig.ŷihängtvonYi,alsovonEiab.

fRi∼N〈0,σ
2
(1−Hii)〉.

Hiileverage,Hebelarm

•Yi→Yi+∆yi−→ŷi→ŷi+Hii∆yiHebelwirkung

•Hiimisstden„Abstand"zwischenxiundxi.

einfacheR.:Hii=(1/n)+(xi−x)
2
/SSQ

(X)
.

multipleR.:Hii=(1/n)+d〈xi,x〉
2

.d:Mahalanobis-Distanz.

•0≤Hii≤1,avei〈Hii〉=p/n.
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4.3

gResiduenstandardisieren,damitsieallediegleicheVerteilunghaben:

R̃i=Ri

/(
σ̂
√

1−Hii

)

Verwendestand.ResiduenzurÜberprüfungderVerteilung!

MeistensistderUnterschiedderVarianzenvar〈Ri〉klein,deshalb

genügenunstandardisierteResiduenauch.
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4.4Zielgrössetransformieren?

aSymptome−→Syndrom−→Diagnose−→Therapie.

Umgekehrt:Krankheit−→Syndrom

Falsche/fehlendeTransformationderZielgrösse−→???

Bsp.Sprengungen:Fehlendelog-Transformation−→???
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bSyndrom:

•nachobengekrümmteGlättung,

•nachrechtstrichterförmigzunehmendeStreuung,

•schiefeVerteilungderResiduen–bisauf1Ausreissernachunten.

c=„Transformations-Syndrom"

fLogarithmus-TransformationfürBeträge(Mengen,Konzentrationen,...).

Ỹ=log10〈Y〉undX̃=log10〈X〉.

log10〈Yi〉=α+βlog10〈xi〉+Ei

Yi=10αx
β
i10Ei

Potenzgesetz,Fehlermultiplikativ.

WeitereTerme:multiplikativeWirkung!
gSchwierigkeit:log〈0〉=−∞.Abhilfe:Ỹ=log〈Y+c〉.Wahlvonc?

Bittenichtc=1!Vorschlag:c=med〈Yk〉/s2.9mits=med〈Yk〉/q0.25〈Yk〉



81
4.4

hTransformationändertdieRegressionsfunktion!Erlaubt?

HängtvonderAnwendungab!

jKann(monotone)TransformationderZielgrössehelfen?

ReferenzlinieimTA-Diagrammbetrachten!
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4.5AusreisserundlangschwänzigeVerteilung

aAusreisser.Beobachtungen,dieschlechtzumModellpassen.

bGroberFehler?−→korrigieren.

WennnichtsSpezielleswar,darfmanAusreisserweglassen?

Ja:Voraussetzungnichterfüllt−→

cLangschwänzigeVerteilung.KleinsteQuadratenichtoptimal.

Max.lik.fürlangschw.Vert.−→wenigerGewichtfürextremeBeob.

−→BlockrobusteRegression.
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4.6ResiduenunderklärendeVariable

aResiduengegenX
(j)auftragen!
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bTransformationvonX
(j)?BeachteReferenzlinie!
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406080100120140160180
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cWennTransformationnichthilft:quadratischerTerm,

oderglatteFunkt.stattlinearer−→Glättung,NichtparametrischeRegr.
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4.7GewichtetelineareRegression

aVarianzenverschieden,var〈Ei〉=:σ
2
i.

σibekannt.Dann:Kleinesσi→grossesGewicht.

Formal:Maximumlikelihood

−→GewichteteKl.Quadrate=minimiere∑
iwiR2

i,wi=1/σ2
i

bσiunbekannt,abervar〈Ei〉=σ
2
vi−→Gewichtewi=1/vi.

σiFunktionvonx
(j)
i,≈σ

2
v〈x

(j)
i〉−→wi=1/v〈x

(j)
i〉.

Achtung:σiFunktionvonYi:Mandarfnichtwi=1/v〈Yi)nehmen

(evtl.wi=1/v〈ŷi〉.Nichtiterieren!)

dÜberprüfungderWahlderGewichte:
√

|Ri|gegenGewichte.
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4.8Unabhängigkeit

aRiauftragengegen•Zeit,•Ort,•Gruppierungs-Variable.
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hWennKorrelationenvorliegen,dannsind

dieP-WertederüblichenTestshäufiggrobfalsch.

−→VerallgemeinerteKleinsteQuadrate,RegressionvonZeitreihen
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4.9EinflussreicheBeobachtungen

aAusreisser:HabensiewesentlichenEinflussaufdieAnalyse?

„Sensitivitäts-Analyse"

bAnalyseohneiteBeobachtung

„(influence)diagnostics":

VeränderungvonSchätzwerten,Test-Statistiken,...

2weglassen:nichtunbedingtadditiveEffekte.

„masking",„swamping".
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cRigegenHiiauftragen.

Influencediagnosticsnehmenzumit|Ri|undHii.
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MerkpunkteResiduen-Analyse

1.ImTukey-Anscombe-DiagrammsiehtmanAbweichungenvon

•derangenommenenRegressionsfunktion,

•derGleichheitderVarianzen(ScalePlot)

•derFormderVerteilungderFehler(genauer:QQ-Plot)

TransformationderZielgrössehilftoft.

2.Residuengegenerkl.Variable−→Transformationdererkl.

Wechselwirkungen

3.EinflussreicheBeobachtungen

4.ResiduenanalysedientderVerbesserungeinesRegressionsmodells.

RegressionohneResiduenanalyseistunzulässig!
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5Modell-Entwicklung

5.1Problemstellung

aWelcheAusgangs-VariablensolleninwelcherForminderModell-Gleichung

derlinearenRegressionerscheinen?

bBeispielBaukosten

Bez.BedeutungTypTransf.

KBaukostenBetraglog
GGrösseBetraglog
DDatumderBaubewilligungkontin.–
WZWartezeitzwischenAntragundBaubewilligungBetrag–
BZBauzeit:ZeitbisInbetriebnahmeBetrag–
ZZweitwerk:früheresWerkaufgleichemGeländebinär–
NEWerkstehtimNordostenderUSAbinär–
KTWerkarbeitetmitKühlturmbinär–
BWReaktorhergestelltdurchBabcock-Wilcoxbinär–
NAnzahlWerke,diedasgleicheIngenieur-Team

bereitserbauthat,+1AnzahlWurzel
KGPartielleKostengarantiedesGeneralunternehmersbinär–
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5.1

cFirstaidtransformations:

dlog10〈K〉=β0+β1log10〈G〉+β2D+β3WZ+β4BZ

+β5Z+β6NE+β7K+β8BW+β9

√
N+β10KG+Fehler

eEineinzelnerTerm.

•t-Testfüreinzelnesβj

•F-TestfürmehrereβjaufsMal,

z.B.alleβjfüreinenominaleVariable.

F-TestfürdenVergleichvonModellen:
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Coefficients:
ValueStd.ErrortvaluePr(>|t|)Signif

(Intercept)-6.025862.34729-2.570.018*
lg10(G)0.692540.137135.050.000***
D0.095250.035802.660.015*
WZ0.002630.009550.280.785
BZ0.002290.001981.160.261
Z-0.045730.03561-1.280.213
NE0.110450.033913.260.004**
KT0.053400.029701.800.087.
BW0.012780.045370.280.781
sqrt(N)-0.029970.01780-1.680.107
KG-0.099510.05562-1.790.088.
Signif.codes:0‘***’0.001‘**’0.01‘*’0.05‘.’0.1‘’1
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5.2AutomatisierteVerfahrenzurModellwahl

aSchrittweiserückwärts

bWZweglassen!

BW,BZ,Z,
√
NundKTweglassen!

Coefficients:
ValueStd.ErrortvaluePr(>|t|)Signif

(Intercept)-3.46121.1458-3.020.005**
log10(G)0.66290.12955.120.000***
D0.06100.01603.820.001***
NE0.08310.03302.520.018*
KG-0.18440.0424-4.350.000***

cSchrittweisevorwärts...
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e„AlleGleichungen"–allsubsets.

fKriterien

1.„Bestimmtheitsmass"R
2

odermultipleKorrelationR,

2.WertderTest-StatistikfürdasgesamteModell(F-Test),

3.zurF-Test-StatistikgehörigerP-Wert,

4.geschätzteVarianzσ̂
2

derFehler
g

5.KorrigiertesBestimmtheitsmassR
2

(adjustedR
2

):

R
2
adj=1−

n−1
n−p′(1−R

2
)

6.Cp:=SSQ
(E)

/σ̂
2
m+2p′−n=n(MSE/σ̂

2
m−1+2p′/n),

7.Informations-KriteriumvonAkaikeAIC≈Cp.

GrössereModellesindnichtimmerbesser.
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hCpimBeispiel:

KTund
√
Ndazunehmen!

P-WertfürKG:0.049.
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iLassoPenalizedRegression

Q
〈
β;λ

〉
=

∑
i
R

2
i+λ

∑
j|β∗

j|.

λ:wiestarkbestrafen?

Variationvonλ−→Koeffizientenwerdenexakt0.

−→Modellwahl
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jbestes=wahresModell?

MehrerealsErgebnisdesVerfahrensdeklarieren!

Unterden„guten"ModellensollmitHilfevon

Plausibilitäts-ÜberlegungenundFachwissen

eingeeignetes(oderwenigegeeignete)

ausgewähltwerden.

ExplorativeDatenanalysefindetNICHT

dasrichtigeModell,sondern

einigeModelle,diedenDatengutentsprechen.
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kPrioritätenvonTermenPrinzip:WennquadratischerTermimModellist,

lässtmandenlinearennichtweg.

Wieso?...

...aussermanhabeguteGründe,vomPrinzipabzuweichen.

Ebenso:

•Wechselwirkung1.OrdnungX1:X2−→beideHaupteffektedrin

lassen.

•Interceptimmerdrinbehalten.
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5.3Kollinearität

aModellY=Xβ+E

Xistsingulär,X
(j)’skollinear,wenn

Xsingulär⇐⇒det〈X〉=0

⇐⇒esgibtcmitXc=0(c6=0)

⇐⇒esgibteinjmitx
(j)
i=c̃0+

∑

k6=j

c̃kx
(k)
i

Parameternichteindeutig,da

Xβ=X(β+γc),γbeliebig

bLösung:Kolonnestreichen!

Achtung:InterpretationderParameterkannsichändern!
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cGenäherteKollinearität−→Parameterschlechtbestimmt.
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dGrosseStandardfehlerfürSchätzungen−→Koeffizientnichtsignif.6=0.

eVorhersageimBereichderDateni.O.

fWieentdecktmanKollinearität?

–Standardfehlerderβ̂j

–GibteseineBeziehungx
(j)
i≈c̃0+∑

k6=jc̃kx
(k)
i?

=Regressionsproblem!BestimmtheitsmassR
2
j

odervarianceinflationfactorVIFj=1/(1−R2
j)
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gWastungegenKollinearität?

–WahlderVersuchsbedingungen.

h–x-Variablelineartransformieren,z.B.SummeundDifferenz

oder„wichtigere"VariableundResiduenderanderen.

i–VariablemitdemhöchstenR
2
jweg!(Meistsowiesonichtsignifikant)

j*„RidgeRegression"
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5.4StrategienderModell-Entwicklung

aModellwahlisteinZusammenspielvon

•VorwissenausAnwendungundStatistik,

•Residuen-Analyse,„Detektivarbeit",

•automatischenModellwahl-Methoden,

•Residuen-Analyse,„Detektivarbeit",

•PrinzipderEinfachheit,

•BeurteilungderPlausibilität

vomFachwissenher.
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ModellwahlistvonderFragestellungabhängig!

(a)WelcheVariablenbeeinflussendieZielgrösse?

−→Achtung!EsgibtnurIndizien!

(b)Vorhersage.

(c)ModellimWesentlichenvorgegeben.

AllenfallsStörvariableeinbeziehen.

BeispielMedikamentenprüfung.

ImFolgendensoll(b)oder(a)gefragtsein.
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0.Dateneinlesen,Variablennamenfestlegen

„plausibilisieren"(screening),kennenlernen

1.“Firstaid”Transformationen.

2.EingrossesModell

•alleVariablen(Haupteffekte),

•Ergebniseines„Schrittweise-Vorwärts-Verfahrens"
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3.ÜberprüfungdeszufälligenTeils:

•AusreisserindenResiduen,

•VerteilungderResiduen,

•GleichheitderVarianzen,

•UnabhängigkeitderFehler.

EskannaufgrundderErgebnisseangezeigtsein,

•dieZielgrössezutransformieren,
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•Gewichteeinzuführen,

•robuste(re)Methodenzuverwenden,

soweitdiesnichtschonsowiesogeschieht.

4.Nicht-Linearitäten.ResiduengegenAusgangsgrössen.

5.AutomatisierteVariablen-Wahl

6.Variablehinzufügen.

7.Wechselwirkungen.ErstnachBereinigungderNicht-Lin.

durchentspr.Plotsodernumerisch

step(...,scope=(x1+x2+...)ˆ2)
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8.EinflussreicheBeobachtungen.

9.KritikmitFachwissen.

10.Anpassungprüfen.

11.Revision.

12.EntfernteTermeüberprüfen.

Feiern!



111
5.4

bBeispielderBaukosten

FragenachdemNutzenderKostengarantie

HierführtDetektivarbeitzurüberzeugendstenAntwort!
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MerkpunkteModell-Entwicklung

1.AutomatisierteVerfahrenzurVariablenwahlsind

einnützlichesHilfsmittel–findenabernicht„dieWahrheit"

2.ModellwahlisteinZusammenspielvon

•VorwissenausAnwendungundStatistik,

•Residuen-Analyse,„Detektivarbeit",

•automatischenModellwahl-Methoden,

•Residuen-Analyse,„Detektivarbeit",

•PrinzipderEinfachheit,

•BeurteilungderPlausibilitätvomFachwissenher.


