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1 Einfiihrung in die statistische
Regressionsrechnung

1.1 Beispiele zur linearen Regression

In der Wissenschaft, in der Technik und im Alltag fragen wir immer wieder danach, wie
eine Grosse, die uns speziell interessiert, von anderen Grossen abhéngt. Diese grundlegende
Frage behandelt die statistische Regression, die deshalb wohl (neben einfachen grafischen
Darstellungen) die am meisten verwendete Methodik der Statistik darstellt.

In diesem Abschnitt soll mittels Beispielen zur ,,gewohnlichen® linearen Regression in die
Problemstellung eingefiihrt werden, bevor ein Uberblick iiber die verschiedenen, allgemei-
neren Regressions-Modelle geboten wird.

> Beispiel Sprengungen. Beim Bau eines Strassentunnels zur Unterfahrung einer Ort-
schaft muss gesprengt werden. Die Erschiitterung der Hauser darf dabei einen bestimmten
Wert nicht iiberschreiten. In der Ndhe der Hauser muss daher vorsichtig gesprengt werden,
was natiirlich zu erhdéhten Kosten fiihrt. Es lohnt sich, eine Regel zu entwickeln, die angibt,
wie stark in welcher Situation gesprengt werden darf.
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Abbildung 1.1.c: Erschiitterung in Abhingigkeit von der Distanz fiir verschiedene Ladun-
gen

Die Erschiitterung ist abhéingig von der Sprengladung, von der Distanz zwischen dem
Spreng- und dem Messort, von der Art des Untergrund-Materials zwischen diesen Punkten,
vom Ort der Sprengung im Tunnelprofil und mdoglicherweise von weiteren Grossen. Wire
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1.1. BEISPIELE ZUR LINEAREN REGRESSION 1

die Erschiitterung eine exakte, bekannte Funktion dieser Grossen und kénnte man sie
bei einer geplanten Sprengung alle genau erfassen, dann kénnte man die Sprengladung
ausrechnen, die zu einer gerade noch tolerierbaren Erschiitterung fithrt. <

Beginnen wir, mathematische Symbole und Sprachregelungen einzufiihren!

Die Zielgrosse y (englisch target variable) — die Erschiitterung — héngt iiber eine Funk-
tion h von den Eingangsgrossen oder erklirenden Variablen (U, 232 . . z(m)
(explanatory variables) — Ladung, Distanz, Spreng-Situation, Untergrundart — ab.
Bemerkungen zur Wortwahl. Der Ausdruck ,,erkldrende Variable* ist geeignet, wenn
diese die Ursachen fiir die Zielgrosse darstellen. Da dies in vielen Anwendungen nicht ge-
wahrleistet ist — eine Regression kann dazu dienen, aus der Grosse der Wirkung auf den
Wert der verursachenden Variablen zu schliessen — bevorzugen wir hier den Ausdruck
Eingangsgrosse, der diesbeziiglich etwas neutraler tont.

Die ebenfalls gebriuchlichen Ausdriicke ,,unabhiingige Variable* fiir die () und
»abhingige Variable* fiir y sind irrefithrend, da sie mit stochastischer Unabhéngig-
keit nichts zu tun haben.

* Der Ausdruck Ausgangsgrosse — Grosse, von der man ausgeht — wiire vom umgangssprachli-
chen Gebrauch ebenfalls naheliegend, aber im Zusammenhang mit Systemen, die Eingangs- und
Ausgangsgrossen haben, bezeichnet er das genaue Gegenteil.

Im Idealfall sollte also
(1) x(2) (m)>

AR

y; = h{zx
fiir jede Beobachtung i (jede Sprengung) gelten.

> Leider existiert eine solche Formel nicht, und das Untergrundmaterial ist sowieso nicht
genau genug erfassbar. Abbildung 1.1.d zeigt die Erschiitterung in Abhéingigkeit von der
Distanz fiir verschiedene Ladungen. (Die Daten stammen vom Bau der Unterfahrung von
Schaffhausen. Sie wurden freundlicherweise vom Ingenieurbiiro Basler und Hoffmann, Zii-
rich, zur Verfiigung gestellt.) <

Die statistische Regressionsrechnung geht davon aus, dass eine Formel wenigstens ,,un-
gefdhr gilt — bis auf Abweichungen, die ,,zuféllig* genannt werden. Wir schreiben

Y; = hiz®, 2, .. 2™ + B
und nennen die F; die Zufallsfehler. Die Vorstellungen, wie gross solche Abweichungen

sind, werden mit einer Wahrscheinlichkeits-Verteilung formuliert. Oft wird dafiir die
Normalverteilung verwendet.

Man wird mit Hilfe dieses Modells trotz der Unsicherheit eine Regel fiir die zu wéhlende
Grosse der Sprengladung herleiten konnen. Allerdings muss man zulassen, dass geméss
Modell auch eine zu grosse Erschiitterung mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auftreten
kann. Will man diese Wahrscheinlichkeit klein halten, so muss man entsprechend vorsichtig
sprengen. Die statistische Regressionsrechnung gibt einen Zusammenhang zwischen der
Ladung und der Wahrscheinlichkeit einer zu grossen Erschiitterung bei einer bestimmten
Distanz an.

Dieses Beispiel wird uns in den kommenden Abschnitten begleiten. Auf die Antworten
miissen Sie deshalb noch eine Weile warten.
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f > DBeispiel Schadstoffe im Tunnel. Die Schadstoffe, die vom motorisierten Verkehr
ausgestossen werden, bilden einen wesentlichen Bestandteil der Belastung der Luft. Um
die Grosse dieser Belastung zu schétzen, werden fiir die Fahrzeuge so genannte Emissi-
onsfaktoren bestimmt. Dies kann einerseits auf dem Priifstand geschehen, auf dem die
Strasse mit Rollen simuliert wird. Der Widerstand der Rollen wird dabei variiert, so dass
ein typischer ,,Fahrzyklus®* durchgespielt werden kann. — Andererseits eignen sich Strassen-
tunnels mit Ein-Richtungs-Verkehr fiir Messungen unter realen Bedingungen. Misst man
Schadstoff-Konzentrationen am Anfang und am Schluss des Tunnels und zdhlt, wie viele
Fahrzeuge durch den Tunnel fahren, so kann man ebenfalls Emissionsfaktoren ausrech-
nen. Allerdings erhilt man zunichst nur einen gemittelten Faktor fiir jeden gemessenen
Schadstoff, und dieser lisst sich nicht ohne zusétzliche Erkenntnisse auf andere Strassen-
abschnitte iibertragen. Wenn man die Anzahl der Fahrzeuge nach Fahrzeug-Kategorien
aufteilen kann, dann kann man immerhin mit Regressionsrechnung zu einem Emissions-
faktor fiir jede Fahrzeug-Kategorie kommen.

Wiéhrend einer Woche im September 1993 wurden in der Siidrohre des Gubrist-Tunnels
nordlich von Ziirich solche Messungen durchgefiihrt. Die Schadstoff-Konzentrationen am
Anfang und am Ende wurden gemessen und die Luftstromung erfasst. Daraus lisst sich
die Schadstoff-Emission Y pro Kilometer fiir alle durchgefahrenen Fahrzeuge zusammen
berechnen. Von einem Schlaufen-Detektor im Strassenbelag wurden die Fahrzeuge in zwei
Kategorien gezihlt: Auf Grund des Abstands von Vorder- und Hinterachse wurden die
Lastwagen von den iibrigen Fahrzeugen getrennt. Es bezeichne z(!) die Anzahl ,Nicht-
Lastwagen“ und 2 die Anzahl Lastwagen. Die gesamten Emissionen in der Zeitperiode
1 setzen sich zusammen geméss

Y; = 612 + 0,2 + B

wobei 07 die durchschnittliche Emission pro Nicht-Lastwagen und 6o diejenige pro Last-
wagen bedeutet — also die Grossen, an denen wir in der Studie primér interessiert sind.
Die ,,Zufallsfehler E; entstehen durch Variationen in Bauart und Zustand der Fahrzeuge,
durch zeitliche Abgrenzungs-Schwierigkeiten und durch Mess-Ungenauigkeiten.

g > Die Formel lisst sich in eine tiblichere und vielleicht noch einfachere Form bringen: Wir

1

: ¢ md 2 durch i

Y, = 0@%1) + 9252(2) + E;, wobei Y; der ,mittlere Emissionsfaktor” fiir die Zeitperiode
(1) (2)

i und z; ' und z;” die Anteile der Nicht-Lastwagen und der Lastwagen bedeuten. Da
2 =137 ist, gilt
A 7 ; 81

2 Qurch die gesamte Anzahl Fahrzeuge A x?) und erhalten

dividieren Y;, ;" und z i

Yi=01+ (02— 00)7” + E; .

7

Mit weniger komplizierten Symbolen geschrieben sieht das so aus:
Y,=a+ Pz, +E;.

Dies ist das Modell einer so genannten einfachen linearen Regression. Die Konstanten
« und § nennen wir Koeffizienten oder Parameter des Modells. Wir wollen sie aus den
Daten der Studie bestimmen, also schitzen.

In Abbildung 1.1.f zeigt sich als Tendenz eine lineare Zunahme des mittleren Emissions-
faktors fiir NO, mit zunehmendem Lastwagen-Anteil, wie es dem besprochenen Modell
entspricht. <«
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Abbildung 1.1.f: Emissionsfaktor fiir NOx und Lastwagen-Anteil, gemittelt iiber jeweils
15 Minuten, im Beispiel der Schadstoffe im Tunnel. Drei extrem hohe Y -Werte sind im
Bildrand dargestellt.

> Beispiel Lastwagen-Anteil. Der Schlaufen-Detektor zihlt zwar die gesamte Zahl
der Fahrzeuge zuverlidssig, kann aber den Anteil der Lastwagen nur ungenau erfassen.
Deshalb (unter anderem) wurde der Verkehr zeitweise mit Video aufgenommen und der
Lastwagen-Anteil auf diesen Aufnahmen genau ausgezihlt. Da dies teurer war, konnte
nicht der ganze Zeitraum abgedeckt werden. Abbildung 1.1.h zeigt, dass die Schlaufen-
Zahlung systematische und zufillige Abweichungen von der Video-Zahlung aufweist. Die
zufilligen Abweichungen kommen teilweise zustande, weil die Schlaufe am Anfang, die
Kamera aber am Ende des Tunnels installiert war, und die Abgrenzung der Mess-Intervalle
nicht entsprechend korrigiert wurde. (Die Fahrzeit betréigt etwa 3 Minuten, die Intervalle
dauerten 15 Minuten.)

Es ergibt sich die weit verbreitete Situation, dass der Wert einer interessierenden Grosse
auf Grund der Messung einer mit ihr zusammenhéngenden anderen Grosse mittels einer
Umrechnungsformel ermittelt werden soll. Dabei kann die Messung auf einer ganz anderen
Skala erfolgen; beispielsweise wird eine Konzentration mittels einer optischen Durchléssig-
keit erfasst.

Man geht zunéichst davon aus, dass fiir einen gegebenen exakten Wert x; die Messung Y;
sich aus einem ,Idealwert h(z;) und einem Messfehler F; zusammensetzt. Das entspricht
einem Regressionsmodell. Man bestimmt die Funktion A mittels Messungen Y;, fiir die der
zugehorige Wert x; bekannt ist. In der Anwendung wird aber nicht von z auf Y, sondern
von einem Messwert Y auf den gesuchten Wert = geschlossen. Aus dieser Umkehrung
ergeben sich gewisse zusétzliche Probleme.

Dieses Vorgehen entspricht der Eichung eines Messgeréts. Man misst Proben mit bekann-
tem exaktem Wert (z. B. bekannter Konzentration) und liest die Messung ab. Dann wird
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Abbildung 1.1.h: Lastwagen-Anteil (in Prozenten) gemiiss Schlaufen- und Videozéihlung.
Die Gerade stellt die Gleichheit (y = x) dar.

die Ablese-Skala ajustiert, was der Schéitzung und Verwendung der Funktion A in unserem
allgemeineren Zusammenhang entspricht. <«

> Beispiel basische Béden. In Indien behindern basische Boden, also tiefe Sdurewer-
te oder hohe pH-Werte, Pflanzen beim Wachstum. Es werden daher Baumarten gesucht,
die eine hohe Toleranz gegen solche Umweltbedingungen haben. In einem Freilandversuch
wurden auf einem Feld mit grossen lokalen Schwankungen des pH-Wertes 120 Bdume einer

Art gepflanzt und ihre Hohe Y; nach 3 Jahren gemessen. Abbildung 1.1.i zeigt die Ergeb-
(1)

nisse mit den zugehorigen pH-Werten x; ” des Bodens zu Beginn des Versuchs. Zusétzlich

wurde eine Variable 562(2) gemessen, die einen etwas anderen Aspekt der ,,Basizitat® erfasst
(der Logarithmus der so genannten sodium absorption ratio, SAR). Dieses Beispiel hat
also zwei Eingangsgrossen.

Ein Hauptziel der Untersuchung besteht darin, fiir gegebene Werte der beiden Eingangs-
grossen an einem moglichen Pflanzort bestimmen zu konnen, wie gut ein solcher Baum
dort wohl wachsen wird. Es stellt sich zusétzlich die Frage, ob die Messung der zweiten
Grosse z(?) dazu iiberhaupt etwas beitriigt, oder ob der pH (x(l)) allein auch geniigt. <

> Beispiel Antikdérper-Produktion. Grossere Mengen von Antikérpern werden in bio-
technologischen Prozessen gewonnen. Dazu werden biotechnologisch verénderte Zellen, die
den entsprechenden Antikérper produzieren kénnen, Wirtstieren (z. B. Mausen) injiziert.
Nach einer gewissen Zeit beginnen diese Zellen Antikorper zu produzieren und auszuschei-
den. Die ausgeschiedene Fliissigkeit wird dann eingesammelt und weiter verarbeitet. Dieses
Beispiel wird ausfiihrlich in Haaland (1989) dargestellt und analysiert. Es dient uns hier
nur zur [lustration der Fragestellung.

Die Zellen konnen erfahrungsgeméss nur Antikorper produzieren, wenn das Immunsy-
stem der Wirtstiere geschwécht wird. Dies kann durch 4 Faktoren geschehen. Es wird
zudem vermutet, dass die Menge der injizierten Zellen und deren Entwicklungsstand die
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Abbildung 1.1.i: Baumhohe in Abhéngigkeit vom pH fiir das Beispiel der basischen Béden

Antikorper-Produktion beeinflusst.

Da es fiir so komplexe biologische Prozesse keine theoretischen Modelle gibt, werden die re-
levanten Prozessfaktoren durch ein Experiment ermittelt. Ein solches Experiment braucht
viele Méuse, ist zeitaufwéndig und kostet Geld. Mit einer geschickten Versuchsanordnung
konnen unter geringstmoglichem Aufwand die wichtigen Prozessfaktoren ermittelt werden.
Hier hilft die statistische Versuchsplanung. <«

> Als relevante Prozessfaktoren wurden in dieser Studie zwei Prozessfaktoren identifiziert,
némlich die Dosis von Co% Gamma-Strahlen und die Anzahl Tage zwischen der Bestrah-
lung und der Injektion eines reinen Ols (englische Bezeichnung pristane). Diese beiden
Prozessfaktoren sollen nun so eingestellt werden, dass eine méglichst optimale Menge von
Antikorpern durch die verdnderten Zellen produziert wird.

Dazu wollen wir ein empirisches Modell Y; = h(xﬁl),x§2)> + E; finden, das die Ausbeute Y
von Antikérpern moglichst gut aus den beiden Prozessfaktoren () und z(?) vorhersagt.
Als Funktion h wird oft ein quadratisches Polynom in den Variablen 2" und z(® verwen-
det. Mit dem aus den Daten bestimmten Modell ldsst sich dann die optimale Einstellung
[:cﬁ,”, 5622)] der Prozessfaktoren bestimmen. <

1.2 Fragestellungen

Von der Problemstellung her kénnen die Anwendungen der Regression in Gruppen ein-
geteilt werden:

e Vorhersage, Prognose, Interpolation. Im Beispiel der Sprengungen soll eine
Formel helfen, fiir gegebene Distanz und Ladung die Erschiitterung , vorherzusagen®.
Es interessiert nicht nur der mittlere zu erwartende Wert, sondern auch eine obere
Grenze, iiber der die Erschiitterung nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit liegen wird. (Die
Begriffe Vorhersage und Prognose werden meistens fiir eine zeitliche Extrapolation in
die Zukunft verwendet. Hier spielt die Zeit keine Rolle — ausser dass die Problemstellung
nur wesentlich ist, wenn die Sprengung noch nicht erfolgt ist.)
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e Schitzung von Parametern. Im Beispiel des Gubrist-Tunnels sollen zwei Konstan-
ten, die Emissionsfaktoren fiir Lastwagen und fiir iibrige Fahrzeuge, bestimmt werden.

e Bestimmung von Einflussgréssen. Im Beispiel der Antikorper-Produktion miissen
zunéchst aus mehreren in Frage kommenden Eingangsgrossen diejenigen herausgefun-
den werden, die die Zielvariable wesentlich beeinflussen. In vielen Forschungs-Projekten
steht diese Frage ebenfalls im Vordergrund: Von welchen Grossen wird eine Zielgrosse
eigentlich beeinflusst?

e Optimierung. Im Beispiel der Antikorper-Produktion sollten optimale Produkti-
onsbedingungen gefunden werden. In allen Bereichen der Produktion ist diese Frage
offensichtlich von grundlegender Bedeutung.

e Eichung. Auf Grund der ungenauen und systematisch verfilschten Angabe des
Schlaufen-Detektors soll der Anteil der Lastwagen bestimmt werden. Diese Problem-
stellung kombiniert Elemente der Vorhersage und der Schitzung von Parametern.

Der Block Regression 1 wird sich vor allem mit den ersten drei Fragen befassen.

1.3 Ausblick

In der linearen Regression, die im Folgenden behandelt wird, setzt man voraus,

e dass die Zielgrosse eine kontinuierliche Variable ist,

e dass die zufilligen Abweichungen E; einer Normalverteilung folgen und von einander
statistisch unabhéngig sind

e und dass die Funktion h von einer einfachen Form ist, ndmlich in einem gewissen Sinne
linear (siche 3.2.w). Die gleichen Fragestellungen werden auch in der Varianzanalyse 1
behandelt, mit anderen Schwerpunkten beziiglich der Art der Eingangsgrossen.

Am Ende dieses Blockes und in spéteren Blocken wird dieser Ansatz in vielen Richtungen
erweitert:

e Wenn die Funktion h nicht im erwadhnten Sinne linear ist, kommt die nichtlineare
Regression zum Zug.

e Wenn die Beobachtungen der Zielgrosse und der erklarenden Groéssen in einer zeitli-
chen Abfolge auftreten, entstehen normalerweise besondere Probleme durch entsprechende
Korrelationen. Diese Besonderheiten werden in der Theorie der Zeitreihen behandelt.

e Man kann an mehreren Zielgrossen interessiert sein. Eine einfache Art, damit umzuge-
hen, besteht darin, fiir jede von ihnen eine separate Regressionsrechnung durchzufiihren.
Die multivariate Statistik zeigt, wie man bei gemeinsamer Betrachtung mit multivariater
Regression und Varianzanalyse noch etwas dariiber hinaus gewinnen kann.

e Die Annahme der Normalverteilung fiir die F; ist oft nur ndherungsweise erfiillt. Die
Methoden, die wir im Folgenden kennen lernen, sind dann nicht mehr gut geeignet. Besser
fahrt man mit den Methoden der robusten Regression.
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e Die interessierende Zielgrosse kann eine zweiwertige Variable (Ja/Nein) sein. Das fiihrt
zur logistischen Regression. Ist die Zielvariable eine Z#hlgrosse, eine diskrete geordnete
oder eine nominale Variable, so sind die verallgemeinerten linearen Modelle anzu-
wenden, zu denen auch das gewdhnliche und das logistische Regressionmodell gehoren.

e Zeiten bis zum Ausfall eines Gerétes oder bis zum Eintreffen eines anderen Ereignisses
folgen meist anderen Verteilungen als der iiblicherweise verwendeten Normalverteilung.
Ausserdem werden solche Ereignisse oft nicht fiir alle Beobachtungseinheiten abgewartet,
was zu so genannt zensierten Daten fithrt. Es gibt auch fiir solche Daten geeignete Regres-
sionsmethoden, die im Gebiet der Uberlebenszeiten (survival oder failure time data)
behandelt werden.

e In der linearen Regression werden nur die Abweichungen FE; als Zufallsvariable model-
liert. Manchmal kann es auch sinnvoll sein, die Parameter selbst durch Zufallsgréssen
zu ersetzen. Dies kommt vor allem in einem weiterfithrenden Gebiet der Varianzanalyse
(repeated measures und ,Spaltanlagen®, split plot designs) zum Zug, wo man von zuflli-
gen Effekten spricht.

e In all diesen Modellen ist die Regressionsfunktion ein Mitglied einer Schar von vor-
gegebenen Funktionen, die durch einen oder mehrere Parameter charakterisiert ist. Es
geht dann darum, diese(n) Parameter zu bestimmen. Was wir intuitiv oft wollen, ist kein
in solcher Weise vorgegebener Funktionstyp, sondern einfach eine , glatte Funktion“. Man
spricht von ,,Glattung” der Daten. Wie man eine solche Idee mathematisch formuliert und
die entsprechende Funktion schétzt, untersucht die nichtparametrische Regression.

In all diesen Verallgemeinerungen erscheinen immer wieder die gleichen Grundideen, die
wir nun an Hand der linearen Regression — zunéchst mit einer einzigen erkldrenden Varia-
blen, nachher mit mehreren — einfithren wollen.

Die folgenden Unterlagen fiir die einfache Regression enthalten Repetitions-
Abschnitte zu den Begriffen der Schliessenden Statistik. Sie sollen den Einstieg vor
allem jenen erleichtern, die nicht gerade den entsprechenden Block des Nachdiplomkurses
hinter sich haben.



2 Einfache lineare Regression

2.1 Das Modell

> Beispiel Sprengungen (1.1.b). Wir untersuchen zunichst die Abhéngigkeit der Er-
schiitterung von der Distanz bei konstanter Ladung. Im Streudiagramm Abbildung 2.1.a
sind beide Achsen logarithmisch dargestellt. Die logarithmierte Erschiitterung héngt ge-
maéss der Figur ungefihr linear von der logarithmierten Distanz ab; einfacher gesagt, die
Punkte in der Figur streuen um eine Gerade. <
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Abbildung 2.1.a: Distanz und Erschiitterung bei Sprengungen mit Ladung 3.12. Die Achsen
sind logarithmisch dargestellt

Eine Gerade ist wohl die einfachste Funktion, die eine Abhéngigkeit ausdriicken kann.
Alle Punkte [x;,y;] auf einer Geraden folgen der Geradengleichung

Yi = a+ Pz

mit geeigneten Zahlen a und (. Die erste, «a, ist der ,Achsenabschnitt* und 5 misst
die Steigung der Geraden. Da ( als Faktor vor der Eingangs-Variablen auftritt, wird es
als (Regressions-) Koeffizient von X bezeichnet. Wenn a = 0 ist, geht die Gerade
durch den Nullpunkt.

Version Mai 2008, © W. Stahel
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Im Beispiel scheinen die logarithmierten Daten ungefihr einer Beziechung zu folgen, die
sich durch eine Gerade darstellen ldsst. Immer wieder wird gefragt, ob denn eine Trans-
formation nicht eine unerlaubte ,Daten-Manipulation“ sei. Hier wird folgende These
vertreten:

Daten verlangen keine Gerechtigkeit. Unser Ziel ist es, Zusammenhénge und Strukturen
zu erkennen und wenn moglich zu verstehen. Dazu bauen wir Modelle auf, die determi-
nistische, gut interpretierbare Zusammenhénge mit zufilligen Grossen verbinden. Es ist
wichtig, dass wir sorgfiltig priifen, wie eng die ,,Ubereinstimmung® der Modelle mit den
Daten ist. Ob die Modelle aber fiir Rohdaten oder fiir daraus abgeleitete Grossen formu-
liert sind, ist keine Frage der wissenschaftlichen Redlichkeit, sondern hochstens eine der
einfachen Interpretierbarkeit.

Im Beispiel werden wohl wenige dagegen Einspruch erheben, dass fiir die grafische Darstel-
lung logarithmisch geteilte Achsen verwendet werden. Dem entspricht, wie erwéhnt, das
Rechnen und Modellieren mit logarithmisch transformierten Daten und Zufallsgrossen.

In vielen Anwendungen gibt es fachliche Theorien, die einen linearen Zusammenhang zwi-
schen logarithmierten Grossen beinhalten. Im Beispiel ist anzunehmen, dass die Erschiit-
terung proportional zur Ladung und umgekehrt proportional zur quadrierten Distanz sein
sollten, also

Erschiitterung =~ const - Ladung/(Distanz)? oder
log(Erschiitterung) = log(const) 4 log(Ladung) — 2 - log(Distanz) .

Fiir die logarithmierten Grossen lésst sich also ein linearer Zusammenhang herleiten. Da
die Ladung hier konstant gehalten wurde, miissten die Punkte [log(Distanz), log(Erschiit-
terung)] idealerweise auf einer Geraden liegen.

Gemiss Modell wire die Steigung schon bekannt — ein seltener Fall. Wir wollen davon aus-
gehen, dass die logarithmierten Grossen etwa linear zusammenhéngen, aber die Steigung
der Geraden zuniichst nicht festlegen.

Als néchstes werden Sie wohl eine Gerade in das Streudiagramm legen wollen. Das ist
eine Aufgabe der zusammenfassenden Beschreibung, also der Beschreibenden Statistik.
Die bekannteste Regel, wie die zu den Daten passende Gerade zu bestimmen sei, heisst
,Kleinste Quadrate“. Wir werden sie bald einfiihren (2.2.c); das Resultat fiir das Beispiel
zeigt Abbildung 2.2.a.

Wenn die Daten als ,,die Wahrheit“ gelten, dann ist dies ,die richtige“ Gerade. Allen ist
aber klar, dass die Daten auch anders hitten herauskommen kénnen — dass der Zufall
mitgespielt hat. Mit anderen Daten wére auch die Gerade nicht die selbe. Die erhaltene
Gerade ist also zufillig, ungenau. Wie sollen wir den Zufall, die Ungenauigkeit erfassen?

Die Antwort auf diese Frage gibt die Schliessende oder Analytische Statistik, die auf der
Wahrscheinlichkeitsrechnung beruht. Um sie zu verstehen, miissen wir zunéchst eine Mo-
dellvorstellung entwickeln, die sagt, welche anderen Datensétze ,,ebenso gut* moglich ge-
wesen wiren wie der in Abbildung 2.1.a festgehaltene. Wir vergessen dazu zunéchst diese
Daten und {iiberlegen uns ein Wahrscheinlichkeitsmodell, das die gegebene Situation
beschreibt.
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f Zunéachst iiberlegen wir, wie ein Wert Y; der Zielgrosse aussehen wird, der zur Eingangs-
grosse x; gemessen wird — im Beispiel, wie gross wohl die logarithmierte Erschiitterung
ist, wenn die logarithmierte Distanz zum Sprengort z; = log,4(50) betrégt. Geméss dem
bisher Gesagten ist dies gleich dem Funktionswert o + fxz;, bis auf eine Abweichung
E;, die wir jetzt als Zufallsvariable betrachten,

Y=a+ Bz + E;.

Wir nehmen an, dass die Abweichungen E;, ¢ = 1,...,n, eine bestimmte Verteilung
haben — alle die gleiche — und stochastisch unabhéngig (insbesondere unkorreliert) seien.
Sie bilden also eine Zufalls-Stichprobe. Es zeigt sich, dass die Annahme einer Normal-
verteilung zu den mathematisch einfachsten Resultaten fithrt. Die Normalverteilung soll
Erwartungswert 0 und Varianz ¢ haben. Wir notieren das als E; ~ N <O, 02> .

g Das Modell wird erst dann konkret, wenn wir die drei Zahlen «, § und o festlegen.
Diese Situation ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und in der Statistik iiblich: Es wird
ein Modell zunéchst nur bis auf ein paar Konstante festgelegt. Diese Konstanten nennt
man Parameter der Verteilung. Die ,Normalverteilung® ist eigentlich keine Verteilung,
sondern eine Verteilungs-Familie; erst wenn Erwartungswert und Varianz festgelegt
sind, entsteht daraus eine Verteilung.

In vielen Anwendungsgebieten wird das Wort Parameter fiir eine gemessene Grosse ver-
wendet — was in der Statistik als Variable bezeichnet wird. Ein anderes Wort dafiir ist
Merkmal. Wir hoffen auf Ihr Verstédndnis fiir diese Sprachkonfusion.

h Eine Modell-Vorstellung entsteht in unseren Kopfen. Wir wollen auch gleich noch die
Parameter ,erfinden“. Abbildung 2.1.h veranschaulicht das Modell der linearen Regression
mit den Parameter-Werten a = 4, § = —2 und o = 0.1. Die Wahrscheinlichkeiten, mit
denen bestimmte Werte fiir die Y -Variable erwartet werden, sind mit den Wahrscheinlich-
keitsdichten dargestellt.

Y Wahrschein- lichkeits- dichte

1.6 1.8 2.0 X

Abbildung 2.1.h: Veranschaulichung des Regressionsmodells Y; = 4 — 2x; + E; fiir drei
Beobachtungen Y7, Y5 und Y3 zu den z-Werten x1 = 1.6, 2o = 1.8 und z3 = 2
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Als zweite Veranschaulichung wollen wir Zufallszahlen geméss unserm Modell ziechen und
darstellen, also Beobachtungen, die dem Modell entsprechen, simulieren. Drei standard-
normalverteilte Zufallszahlen, die mit ¢ = 0.1 multipliziert werden, bilden ein méogliches
Ergebnis fiir die drei zufilligen Abweichungen F, Fy und Ejs. Ein Zufallszahl-Generator
lieferte die vier Dreiergruppen

—0.419, —1.536, —0.671 ; 0.253, —0.587, —0.065 ;
1.287, 1.623, —1.442 : —0.417, 1.427, 0.897 .

Wenn 4 — 2z; mit z; = 1.6, xo = 1.8 und z3 = 2 dazugezdhlt werden, erhélt man je
die entsprechenden Werte fiir Y7, Y5 und Y3. In Abbildung 2.1.i sind die so ,,simulierten*
Ergebnisse dargestellt.

16 18 2.0 16 18 20

Abbildung 2.1.i: Vier simulierte Ergebnisse fiir drei Messungen gemiiss dem Modell Y; =
4—2x;+ F;. Die gestrichelten Geraden stellen den hier bekannten ,,wahren* Zusammenhang
y =4 —2x dar.
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2.2 Schitzung der Parameter

a > Kehren wir zu konkreten Daten zuriick! Abbildung 2.2.a zeigt die Daten des Beispiels
der Sprengungen mit einer Geraden, die zu den Daten passt. Sie legt die Parameter «
und S des Regressionsmodells fest. <

Erschitterung

I I I I I I I I
40 50 60 70 80 90 100 110 120

Distanz

Abbildung 2.2.a: Geschitzte Gerade fiir das Beispiel der Sprengungen

b Um allgemein den Daten ein best-passendes Modell zuzuordnen, miissen die Parameter mit
geeigneten Regeln festgelegt werden. Die Funktionen, die den Daten die best-passenden
Werte zuordnen, heissen Schitzfunktionen oder Schitzungen.

¢ Es gibt einige allgemeine Prinzipien, nach denen solche Regeln aufgestellt werden kon-
nen. Das berithmteste fiir unseren Fall ist das Prinzip der Kleinsten Quadrate. Darin
werden die Parameter so bestimmt, dass die Summe der quadrierten Abweichungen

ZT1'27 i =y = (@ =F By

minimal wird. Wenn die Fehler E; normalverteilt sind, dann kann dieses Kriterium aus
dem Prinzip der Maximalen Likelihood hergeleitet werden.

Die Schatzfunktionen lauten dann
5 = izl —Y)(zi — )
>y (zi — 7)?
= Y -j5%.

Q)

Weitere Details sind im Anhang 2.A beschrieben.

Es gibt in unserem Modell einen weiteren Parameter, die Varianz o2 der zufilligen Ab-
weichungen. Diese Grosse muss ebenfalls aus den Daten geschétzt werden. Man braucht



d*

2.2. SCHATZUNG DER PARAMETER 13

sie allerdings nicht, um die best-passende Gerade zu bestimmen. Wir stellen das Thema
deshalb zuriick (2.2.n).

Eine best-passende Gerade wiirde anschaulich eher so bestimmt, dass die Abstéinde der Punkte von
der Geraden, senkrecht zur Geraden gemessen, moglichst klein wiirden. Man nennt die Methode,
die die Quadratsumme dieser Abstdnde minimiert, orthogonale Regression. Das Modell, das
wir in 2.1.f formuliert haben, sagt aber, der ,Idealpunkt [z;,a + [x;] auf der Geraden werde
durch die zufélligen Abweichungen F; in Y -Richtung verschoben, nicht senkrecht zur Geraden.
— Im Zusammenhang mit einem anderen Modell fiir die Wirkung des Zufalls ist die orthogonale
Regression in der Tat die angebrachte Methode, vergleiche 6.1.j.

Eine Schétzung ist eine Funktion, die den n Beobachtungen eine Zahl und damit den n
Zufallsvariablen Y7,Y5,...,Y,, die wir als Modell fiir die Daten beniitzen, eine Zufalls-
variable zuordnet. Also sind Schéitzungen selbst auch Zufallsvariable. UblichervAveise
werden sie mit einem Hut iiber dem zu schitzenden Parameter bezeichnet, z. B. @, 3.

16 1.8 2.0 1.6 18 2.0

Abbildung 2.2.e: Vier simulierte Ergebnisse fiir drei Messungen mit den geschétzten (aus-
gezogenen) Geraden

Zufallsvariable streuen. Dies kann in Abbildung 2.2.e beobachtet werden. In dieser Ab-
bildung wurden jeweils die zu den Punkten aus Abbildung 2.1.i am besten passenden
Geraden eingezeichnet. Die geschitzten Geraden und damit die entsprechenden geschétz-
ten Parameter streuen um die ,,wahre“ Gerade respektive um die ,wahren“ Parameter.
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f Da Schétzungen Zufallsvariable sind, kénnen wir Eigenschaften von Schitzungen mit
Hilfe des Wahrscheinlichkeitsmodells studieren. Dazu vergessen wir wieder fiir einen Mo-
ment die konkreten Daten. Wir nehmen jetzt an, wir kennen das Modell fiir die Beobach-
tungen genau, die Werte der Parameter eingeschlossen. Uberlegen wir uns, was ein armer
Forscher, der die Parameter o« und § nicht kennt, als Schétzwerte erhalten kénnte und
welche Wahrscheinlichkeiten diese Werte haben wiirden — kurz, wie die Verteilung der
Schitzfunktion aussieht.

g Diese Verteilung kann mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie bestimmt werden. An-
schaulicher ist es, wenn wir Modell-Experimente betrachten. Dazu werden Zufallszah-
len geméss dem Modell gezogen analog dem Beispiel in Abbildung 2.2.e. Dann werden
die Parameter fiir diese simulierten Beobachtungen geschitzt. Dieses Vorgehen wird
nun m mal wiederholt, und wir erhalten daraus m Schétzwerte fiir die Parameter «
und (. In Abbildung 2.2.g sind 1000 Schitzwerte der Steigung 3 in einem Histogramm
zusammengefasst.

0.10
|
N

relative Haufigkeit
0.06 0.08

0.04
|

0.00 0.02

I I I I I
-3.0 -25 -2.0 -15 -1.0

geschéatzte Steigung

Abbildung 2.2.g: Simulierte und theoretische Verteilung der Schétzung /ﬁ\ der Steigung

h  Wie gesagt, die Verteilungen der Schéitzungen lassen sich mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung direkt aus den Annahmen {iber die Verteilung der Messfehler bestimmen.
Wir haben angenommen, dass diese unabhéngig und normalverteilt sind. Daraus folgt nun,
dass die Kleinste-Quadrate-Schéitzungen & und B ebenfalls normalverteilt sind, ndmlich

§~N<ﬁ,a(6)2> und &~N<a,0(°‘)2> )

wobei 0@ | ¢(® und die so genannte Quadratsumme SSQX) der z-Werte definiert sind

als
92 — 52 /55QY) o2 = o2 (L +72/33Q™))
ssQY) = Y (wi— 2.
=1

Fiir mathematisch Interessierte ist die Herleitung im Anhang 2.B beschrieben.
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Die Methode der Kleinsten Quadrate ist zwar die bekannteste Schéitzmethode fiir die Parameter,
aber nicht die einzige. Man kénnte auch den Punkt mit dem kleinsten und den mit dem grossten z-
Wert miteinander verbinden und erhielte auch eine Gerade — meist gar nicht eine allzu schlechte. Es
wiirde wohl kaum jemand diese Regel, eine Gerade an Daten anzupassen, ernsthaft zum allgemeinen
Gebrauch empfehlen. Wieso nicht? Diese Frage kann solide beantwortet werden, wenn man die
Verteilung von verschiedenen Schitzfunktionen fiir den gleichen Parameter miteinander vergleicht.

Die oben genannten Ergebnisse sagen unter anderem, dass der Erwartungswert der Schétzung B der
Steigung gleich dem ,,wahren“ Wert der Steigung 3 sei, und Analoges gilt fiir den Achsenabschnitt.
Man nennt diese Eigenschaft Erwartungstreue. Das ist sicher eine niitzliche Eigenschaft: Wenn
die Schétzung schon notwendigerweise streuen muss, dann hoffentlich wenigstens um den Wert,
den sie schétzen sollte.

(Wenn dies fiir eine Schéitzung nicht gilt, so spricht man von einem Bias, definiert als Differenz
zwischen dem Erwartungswert der Schitzung 6 und dem vorgegebenen Parameterwert 6.)

Eine Schitzung streut, wie gesagt, notwendigerweise. Es ist natiirlich anzustreben, dass sie mog-
lichst wenig streut. Das kann man mit der Varianz der Schétzung messen — fur ﬁ haben wir
var(B) = 62/SSQ™) angegeben. (Wenn eine Schéitzung 6 nicht erwartungstreu ist, ist der Mitt-
lere Quadratische Fehler, englisch mean squared error, MSE = 5((9 — 0)?) ein geeigneteres
Mass.)

Je grosser die Varianz (oder der MSE), desto schlechter die Schiitzung. Um zwei Schiitzungen zu
vergleichen, wihlt man das umgekehrte Verhéltnis der Varianzen und definiert es als die relative
Effizienz der Schitzungen. Die (absolute) Effizienz einer Schitzung ist ihre relative Effizienz ver-
glichen mit der ,besten“ Schitzung, also mit jener mit der kleinsten Varianz. Es zeigt sich, dass
die Kleinsten Quadrate unter den hier gemachten Voraussetzungen zu solchen besten Schitzungen
fithren.

Wieso denn so viele Begriffe? Wenn doch die besten Schétzungen so einfach zu bestimmen sind,
kann man doch alle anderen sowieso vergessen! Das werden wir auch ziemlich lange tun. Spéter
werden wir uns daran erinnern, dass all diese Theorie auf der Annahme beruht, dass die Zufallsfehler
normalverteilt seien. Wenn dies nicht stimmt, dann sind die genannten Schitzungen nicht mehr
die besten — so genannte robuste Schiatzungen sind dann besser. Vorldufig aber gilt:

Die Kleinste-Quadrate-Schitzungen a und /ﬂ\ sind
° erwartungstreu und normalverteilt mit den oben angegebenen Varianzen und
° die besten Schétzungen,

sofern die Zufallsfehler unabhiingig sind und alle die gleiche Normalverteilung N < 0,02 >
haben.

Bis jetzt haben wir uns ausschliesslich mit den beiden Parametern, welche die Gerade
bestimmen, beschéftigt. Nun kiimmern wir uns noch um den Parameter o? = var(E;) ,
der die Varianz der Fehlerverteilung festlegt. Die ,,zufilligen Fehler E; kénnen weder
direkt beobachtet noch aus E; = Y; — (a+ fz;) hergeleitet werden, da a und  unbekannt
sind; sonst kénnte man deren empirische Varianz berechnen. Bekannt sind wenigstens, als
,2Néaherungswerte” fiir die F;, die so genannten Residuen

R, =Y, — (a+ﬁxl),

die Differenzen zwischen den Beobachtungen Y; und den angepassten Werten 7; =

a+ sz (englisch fitted values). Deren empirische Varianz ist —— * (R; — R)*. Der

n—1
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Nenner n — 1 in der Definition der empirischen Varianz wurde eingefiihrt, um sie im Falle
einer einfachen Stichprobe erwartungstreu zu machen. Rechnungen zeigen, dass wir im
vorliegenden Fall der einfachen Regression durch n—2 teilen miissen, um dies zu erreichen.

Da immer R = 0 gilt, ist
1 n
~2 2: 2
g = n—2 : 1Ri
=

die gebriuchliche, erwartungstreue Schitzung von o2.

Ein Vielfaches der geschiitzten Varianz, (n — 2)5?/0?, ist chi-quadrat-verteilt mit n — 2 Freiheits-
graden und unabhiingig von @ und 3. Auf eine Herleitung wollen wir verzichten.

2.3 Tests und Vertrauensintervalle

Im letzten Abschnitt haben wir uns damit beschéftigt, wie man die Parameter des Modells
aus den Daten bestimmen kann. Eine nahe liegende Frage kann nun sein, ob die Daten
mit einem Modell mit (teilweise) vorgegebenen Parametern vertriiglich ist — im Beispiel,
ob die Steigung der Geraden wirklich gleich —2 sein kann (vergleiche 2.1.d).

Obwohl die geschétzte Steigung B = —1.92 ist, konnte dies zutreffen, da ja die Schitzung
eine Zufallsvariable ist und demnach vom ,,wahren Wert“ 3 = —2 abweichen wird. Wir
konnen also nicht zwingend schliessen, dass die beobachteten Werte dem vorgegebenen
Modell widersprechen. Die Frage ist, ob der geschitzte Wert 5 = —1.92 bloss auf Grund
des Zufalls vom postulierten Wert Gy = —2 verschieden ist, oder ob die Abweichung so
gross ist, dass wir das Modell mit By = —2 als nicht zutreffend ablehnen miissen. Diese
Frage wird mit einem statistischen Test beantwortet.

Allgemeiner kann man fragen, welche Parameterwerte auf Grund der Daten als plausibel
erscheinen. Diese Frage fithrt auf die so genannten Vertrauensintervalle.

Hier geben wir stichwortartig das Vorgehen zur Beantwortung dieser Fragen an.

Der statistische Test soll die Nullhypothese

Ho: [B=p=-2

priifen. Die vollstdndige Nullhypothese lautet: Die Beobachtungen folgen dem Modell der
einfachen linearen Regression mit 3 = —2 und beliebigem o und o.

Als Alternative H,4 zieht man in Betracht, dass [ # —2 sei, wihrend die anderen
Annahmen (Fehlerverteilung, Unabhingigkeit) der Nullhypothese weiterhin gelten. Die
Alternative § # —2 umfasst also die Modelle mit allen Parameterwerten ausser dem Wert
By, der durch die Nullhypothese festgelegt ist; es sind die Parameterwerte auf beiden
Seiten des Wertes [y durch die Alternative abgedeckt. Diese heisst daher zweiseitige
Alternative.

In gewissen Anwendungen ist man bloss an Alternativen auf einer Seite interessiert —
beispielsweise, wenn Abweichungen auf die eine Seite sowieso nicht auftreten konnen. Dann
zieht man nur die entsprechende einseitige Alternative — hier 8 > —2 (oder § < —2)
— in Betracht. Als Nullhypothese priift man dann nicht nur den Grenzfall, sondern auch
die andere Seite — hier § < —2 (oder > —2).
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Als Teststatistik eignet sich (wie iiblich) eine standardisierte Form der Differenz zwischen
Schiatzung und postuliertem Wert des Parameters,

_ B~ ) _ /22 /900X
T= @) sel” =4/a2/SSQ\*) .

Die Grosse sel® entspricht o(® von 2.2.h; da der Parameter ¢ in jener Formel nicht
als bekannt angenommen werden kann, wird er durch seine Schiitzung & ersetzt. se(®
(manchmal auch ¢(?)) wird Standardfehler genannt.

Die Teststatistik 7' hat, falls das Modell der Nullhypothese gilt, eine so genannte t-
Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden. Dies ist der ,,t-Test* fiir den Koeffizienten 3.

P-Wert. Der P-Wert ist ein standardisiertes Mass dafiir, ,,wie typisch“ ein Wert der Test-
statistik ist oder wie gut die Daten mit dem Modell der Nullhypothese iibereinstimmen.
Man braucht dazu die kumulative Verteilungsfunktion F(T) der Teststatistik, die der Null-
hypothese entspricht. Abbildung 2.3.c veranschaulicht die Rechnung fiir den Fall eines
zweiseitigen Tests. (Der Anschaulichkeit halber wurde 3 als Teststatistik verwendet. Das
wire sinnvoll, wenn man ¢ kennen wiirde.)

0.975 Sfrrmrmrrrr e e s :

0.8

P-value/2 P-value/2

- 0.025
NN
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\
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-2.4 -2.2 -2.0 -1.8 -1.6 B
Verwerfungsbereich Ci1 Annahme- Bo t —bereich C2 Verwerfungsbereich

Abbildung 2.3.c: Veranschaulichung des P-Wertes und des Verwerfungsbereiches fiir einen
zweiseitigen Test. Die obere Kurve stellt die kumulative Verteilungsfunktion, die untere
die Dichte der Verteilung der Teststatistik dar.
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Der P-Wert ist, anschaulich gesprochen, die Fliche unter der Dichtekurve fiir den Bereich
von Werten der Teststatistik, die ,,extremer” sind als der beobachtete Wert. Er misst also
die Wahrscheinlichkeit, extremere Werte der Teststatistik als den beobachteten zu erhalten,
falls die Nullhypothese stimmt. (Im Falle von diskreten Teststatistiken muss ,extremer*
durch ,,mindestens so extrem® ersetzt werden.) Wenn er klein genug ist, dann sagt man,
,die Daten weichen signifikant von der Nullhypothese ab“, oder, falls 5y = 0 getestet wird,
der Einfluss der Eingangsgrosse auf die Zielgrosse ist ,statistisch gesichert® oder Ahnliches.
,Klein genug® heisst nach iiblicher Konwvention kleiner als 0.05.

Die gewéihlte Grenze von 0.05=5% wird Niveau des Tests genannt. Sie ist gleich der Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers ,erster Art“, der darin besteht, die Nullhypothese zu verwerfen,
falls sie gilt. Falls Sie diesen Begriff noch nicht kennen, ist wohl eine Erklirung niitzlich:
Wahrscheinlichkeiten gibt es nur unter der Annahme eines bestimmten Modells fiir die
Beobachtungen. Wir setzen dafiir die Annahmen der Nullhypothese ein und berechnen
dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Test-Entscheidung ,.signifikante Abweichung von
der Nullhypothese* lautet, was unter der gemachten Annahme eine Fehlentscheidung ist.
Das ist der Fall, wenn der P-Wert unter 5% liegt. Die Grosse ,,P-Wert* ist gerade so
konstruiert, dass fiir die Entscheidungsregel ,signifikant falls P-Wert < 0.05“ die obige
Wahrscheinlichkeit 5% betrigt. Gleiches gilt natiirlich auch fiir andere Niveaus; der P-
Wert erlaubt es, fiir beliebige Niveaus die Entscheidung iiber signifikante Abweichung von
der Nullhypothese sofort abzulesen. (Genaueres zum Thema siehe Stahel, 2000, Kap. 8.7).

Statt einer Schranke fiir den P-Wert kann man eine entsprechenden Schranke ¢ fiir die
Teststatistik angeben. Das erspart die Umrechnung der Teststatistik in den P-Wert und
war deshalb friither {iblich. Die Schranke erhilt man aus Tabellen. Fiir die t-Verteilung wie
fiir die F-Verteilung, die wir spéter noch antreffen werden, sind solche Tabellen verbreitet
und entsprechende Funktionen sind in Computer-Umgebungen verfiigbar. Der P-Wert, der
von Statistik-Programmen ebenfalls angegeben wird, kann aber, wie gesagt, ohne Tabellen
beurteilt werden und ist deshalb handlicher.

> Einen Computer-Output fiir das Beispiel der Sprengungen zeigt Tabelle 2.3.e. Fiir
den Test der Nullhypothese § = 0 (und fiir & = 0) sind der Wert der Teststatistik 7' =
7®) (und die analog gebildete Teststatistik T(O‘)) und der zugehorige P-Wert angegeben.
Die Teststatistiken sind unter der Nullhypothese t-verteilt; wir priifen also die Steigung
und den Achsenabschnitt mit einem t-Test.

> Fiir die Nullhypothese 3 = By = —2 erhilt man T = (3 — B;)/sel®) = (=1.92 —
(—2))/0.1783 = 0.429. Die kritische Grenze ¢ fiir die t-Verteilung mit 11 Freiheitsgraden
ist gemiss einer Tabelle 2.201. Also ist die Abweichung bei weitem nicht signifikant. Das
kann man auch feststellen, wenn man den Rechner den P-Wert bestimmen ldsst. Er betrigt
0.676, ist also viel hoher als 0.05. <«



g

h

i

2.3. TESTS UND VERTRAUENSINTERVALLE 19

Regression Analysis - Linear model: Y = a+bX

Dependent variable: logl0(ersch) Independent variable: log10(dist)

Standard T (P- Prob.
Parameter Estimate Error Value  Wert) Level
Intercept  a = 3.8096 se® =0.3156 T = 12.36 0
Slope f=-19235 sel® =0.1783 T® = —-10.79 0

R-squared = 0.9136 = Tg(y
Std.dev. of Error = & = 0.1145 on n — 2 = 11 degrees of freedom
F-statistic: 116.4 on 1 and 11 degrees of freedom, the p-value is 3.448e-07

Tabelle 2.3.e: Computer-Output fiir das Beispiel der Sprengungen

Nun zur Frage, welche Parameterwerte auf Grund der Daten plausibel erscheinen.
Das Vertrauensintervall umfasst alle Parameterwerte, die auf Grund eines
bestimmten statistischen Tests nicht abgelehnt werden. Jedes Vertrauensinter-

vall entspricht also einer bestimmten Test-Regel.
Fiir die Steigung in der einfachen linearen Regression ergibt sich das Intervall

~

B—qse® <B<B+qse?

wobei g = qé’},‘% das 0.975-Quantil der genannten t-Verteilung ist. Man schreibt dies
oft als
B:I:q se® | gel® = 3/\/SSQ(X) .

> Im Output (Tabelle 2.3.e) findet man die nétigen Angaben fiir das Vertrauensintervall
von 3: Man erhalt —1.9235 + 2.201 - 0.1783 = —1.9235 4+ 0.3924, also das Intervall von
—2.32 bis —1.53. (Gute Programme liefern das Vertrauensintervall direkt.) Der Wert —2
liegt klar in diesem Intervall, was nochmals zeigt, dass das Modell mit Steigung —2 sehr
gut mit den Daten vertriglich ist. <«

Damit haben wir die drei Grundfragen der parametrischen Statistik behandelt:

1. Welcher Wert ist fiir den (respektive jeden) Parameter am plausibelsten? Die
Antwort wird durch eine Schitzung gegeben.

2. Ist ein bestimmter Wert plausibel? Die Entscheidung trifft man mit einem Test.

3.  Welche Werte sind insgesamt plausibel? Als Antwort erhéilt man eine ganze Menge
plausibler Werte, die meistens ein Intervall bilden — das Vertrauensintervall
oder Konfidenzintervall.
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2.4 Vertrauens- und Vorhersage-Bereiche

Im Beispiel der Sprengungen kann man fragen, wie gross die Erschiitterung sein
wird, wenn die Distanz zur Sprengstelle 50m betrégt. Zunéchst fragen wir nach dem
Erwartungswert der Erschiitterung bei 50m Distanz. Allgemein interessiert man sich
oft fiir den Funktionswert h(z() an einer bestimmten Stelle . Kann man dafiir ein
Vertrauensintervall erhalten?
Laut Modell ist W{xzg) = a + Bzg. Wir wollen die Hypothese h{zg) = no (,eta“) testen.
Ublicherweise legt eine Hypothese einen bestimmten Wert fiir einen Parameter des Modells
fest. Das ,,Rezept® ldsst sich aber ohne weiteres auf eine aus den urspriinglichen Parametern
abgeleitete Grosse iibertragen, wie es n = o + S ist.

Als Testgrosse fiir die genannte Hypothese verwenden wir wie {iblich die Schétzung
n=a+ B .

Erwartungswert und Varianz von 7] sind nicht schwierig zu bestimmen.

* Esist &(7) = &a) + 5<Z3> xo = o+ [Bzg = 19. Um die Varianz zu bestimmen, schreiben wir

n=79+ B(xo — ) mit y=a+ Bf =Y und erhalten, da cov<7, B> =0 ist,

~ o o0?(xo — T)? 202(1 +(1:0—17)2) .
n 8sQW™

var(n) = var(y) +Var<ﬁ> (zo — 3)% = . + 355Q

Wenn, wie {iblich, 02 unbekannt ist, bildet man die Testgrosse

7 Bk NN P R G k)
se(m n - SSQW)

die unter der Nullhypothese eine t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden hat.

Das Vertrauensintervall fiir n = h(zg) wird dann
(@ + Bzo) + g sel
wobei ¢ = qé@,}% wieder das 0.975-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden ist.

Der Ausdruck fiir das Vertrauensintervall gilt fiir beliebiges z, und es ist nahe liegend,
die Grenzen des Intervalls als Funktionen von zy aufzuzeichnen (Abbildung 2.4.c, innere
Kurven). Das ergibt ein ,Band“, das fiir zp = & am schmalsten ist und gegen beide
Seiten langsam breiter wird. In der Mitte des Bandes liegt die geschétzte Gerade (fitted
line) @+ Bx. Aus diesem Bild ldsst sich fiir einen beliebigen xz-Wert zy das Vertrau-
ensintervall fiir den Funktionswert h{xo) ablesen.
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Abbildung 2.4.c: Vertrauensband fiir den Funktionswert h(z) und Vorhersage-Band fiir
eine weitere Beobachtung im Beispiel der Sprengungen

Das betrachtete ,Vertrauensband“ gibt an, wo die idealen Funktionswerte h{x) , also die
Erwartungswerte von Y bei gegebenen x, liegen. Die Frage, in welchem Bereich eine
kiinftige Beobachtung zu liegen kommen, ist damit nicht beantwortet. Sie ist aber oft
interessanter als die Frage nach dem idealen Funktionswert; man mdchte beispielsweise
wissen, in welchem Bereich der zu messende Wert der Erschiitterung bei 50m Distanz
liegen wird. Dieser muss schliesslich unter dem festgelegten Grenzwert bleiben!

Eine solche Angabe ist eine Aussage iiber eine Zufallsvariable und ist prinzipiell zu
unterscheiden von einem Vertrauensintervall, das iiber einen Parameter, also eine feste,
aber unbekannte Zahl, etwas aussagt. Entsprechend der Fragestellung nennen wir den
jetzt gesuchten Bereich Vorhersage-Intervall oder Prognose-Intervall.

Es ist klar, dass dieses Intervall breiter ist als das Vertrauensintervall fiir den Erwar-
tungswert, da ja noch die Zufallsabweichung der zukiinftigen Beobachtung berticksichtigt
werden muss. Das Ergebnis ist in Abbildung 2.4.c auch eingezeichnet.

Herleitung: Die Zufallsvariable Yy sei also der Wert der Zielgrésse bei einer Beobachtung mit
Eingangsgrosse . Da wir die wahre Gerade nicht kennen, bleibt uns nichts anderes iibrig, als die
Abweichung der Beobachtung von der geschétzten Geraden zu untersuchen,

Ry =Yy — (@ + Bao) = (Yo — (o + Bxo)) — ((@+ Bro) — (o + Bg)) -

Auch wenn « und (8 unbekannt sind, kennen wir die Verteilungen der Ausdriicke in den grossen
Klammern: Beides sind normalverteilte Zufallsvariable, und sie sind unabhéngig, weil die erste nur
von der ,zukiinftigen“ Beobachtung Yy, die zweite nur von den Beobachtungen Y7, ...,Y,, abhingt,
die zur geschétzten Geraden fiithrten. B