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4 Residuen-Analyse

4.1 Problemstellung

Die eingefiihrten Schétz- und Testmethoden beruhen auf Modellannahmen: Fiir
die Fehler wurde E; ~ N« <0, 02> (unabhingig) angenommen. Das kann man auf-
spalten:

(a) Der Erwartungswert der E; ist E(E;) =0,

(b) sie haben alle die gleiche theoretische Varianz var(E;) = o

(¢) sie sind normalverteilt

(d) sie sind unabhingig,

Fiir die Regressionsfunktion muss jeweils eine bestimmte Formel angesetzt werden,
die nur einige Parameter 3U) offen lisst. Im oben besprochenen Sinne (3.2.w) wird

Linearitét vorausgesetzt. Wenn die Formel nicht die Form hat, die fiir die Daten
weigentlich gilt*, ist fiir die Fehler Annahme (a) verletzt.

Diese Voraussetzungen zu iiberpriifen, ist meistens wesentlich. Es geht dabei nicht
in erster Linie um eine Rechtfertigung, sondern um die Moglichkeit, aus allfdlligen
Abweichungen ein besseres Modell entwickeln zu konnen. Das kann bedeuten,
dass

° Variable transformiert werden,

. zusétzliche Terme, beispielsweise Wechselwirkungen, ins Modell aufgenommen
werden,

° fiir die Beobachtungen Gewichte eingefiihrt werden,

. allgemeinere Modelle und statistische Methoden verwendet werden.

Die Chancen der Modell-Verbesserung wahrzunehmen, entspricht der Grundhaltung
der explorativen Datenanalyse. Es geht hier nicht um prézise mathematische Aus-
sagen, Optimalitdt von statistischen Verfahren oder um Signifikanz, sondern um Me-
thoden zum kreativen Entwickeln von Modellen, die die Daten gut beschreiben. Wir
kommen gleich noch etwas konkreter auf die Bedeutung der Uberpriifung von Voraus-
setzungen zuriick (4.2.e).

Die Residuenanalyse bedient sich einiger grafischer Darstellungen und allenfalls auch
einiger formaler Tests. Diese konnen Symptome dafiir finden, dass ein Modell die
Daten nicht genau beschreibt. Symptome kénnen sich zu Syndromen zusammenfiigen,
die auf bekannte ,,Krankheiten“ hinweisen und die wirksame , Therapie*“ klar machen.
Schwierig wird es, wenn mehrere Aspekte des Modells falsch sind und sich deshalb
mehrere Syndrome {iberlagern. Dann kann es schwierig werden, aus den verschiedenen
Symptomen auf die ,richtigen* Verbesserungen des Modells zu schliessen. Die Entwick-
lung eines Modells braucht dann Intuition, Erfahrung und Kreativitéit — und gute Dia-
gnose-Instrumente, ndmlich solche, die mdglichst spezifisch sind fiir die Verletzung
einzelner Voraussetzungen oder fiir die Wirksamkeit bestimmter Modellveréinderungen
(vergleiche 4.2.j).
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Die Mittel zur Uberpriifung von Voraussetzungen werden hier fiir die multiple lineare
Regression mit normalverteilten Fehlern dargestellt. Die meisten Ideen sind in der
Varianzanalyse direkt anwendbar und lassen sich auch auf andere Regressionsmodelle
iibertragen und sind damit grundlegend fiir weiteren Kapitel.

4.2 Residuen und angepasste Werte

In der einfachen Regression kénnen die Voraussetzungen — mit Ausnahme der Un-
abhéngigkeit (d) — anhand eines Streudiagramms der Zielgrosse gegen die erkléren-
de Variable beurteilt werden. Fiir die multiple Regression entsteht eine ebenso an-
schauliche Darstellung, wenn auf der horizontalen Achse die angepassten Werte
Ui = Bo + Blznl(-l) + BQZEZ(?) 4+ ...+ Bmznl(m) verwendet werden, wie das schon in 3.1.h
getan wurde. Was sagt uns diese Abbildung iiber die einzelnen Voraussetzungen?

(a) Regressionsfunktion:

> Die Gerade passt im Beispiel recht gut zum , Verlauf der Punkte“. Wenn man
genau hinsieht, haben die Punkte etwas rechts von der Mitte (y; zwischen 0.4 und
0.7) die Tendenz, ein wenig hoher zu liegen, wéhrend die Punkte rechts und links
héufiger unterhalb der Geraden anzutreffen sind.

Eine leicht gekriimmte Kurve wiirde etwas besser zu den Daten passen. Das deutet
darauf hin, dass der Erwartungswert der Zielgrésse durch die verwendete Regres-
sionsfunktion nicht genau beschrieben wird und deshalb E(E;) # 0 ist.

(b) Gleiche Varianzen:

> Die Streubreite der Punkte um die Gerade ist einigermassen gleichméssig — bis
auf einen oder zwei Punkte, die man als ,, Ausreisser” bezeichnen kann, einen bei
y; =~ 0.73, der nach unten abweicht, und einen bei y; ~ 0.6, der etwas zu hoch liegt.
Diese extremen Punkte verletzen eher die Voraussetzung der Normalverteilung (c)
als die der gleichen Varianzen (b).

Eine typische Abweichung von der Voraussetzung der gleichen Varianzen fiihrt da-
zu, dass die Streubreite der Punkte fiir grossere angepasste Werte grosser wird, im
Diagramm also die Punkte gegen rechts ,trichterférmig* auseinanderlaufen — oder um-
gekehrt, was seltener vorkommt (vergleiche 4.4.b). Wenn die Varianzen der Fehler
verschieden sind, aber nichts mit den Werten der Regressionsfunktion zu tun haben,
werden wir das in dieser Figur nicht sehen.

* Die Voraussetzung der gleichen Varianzen wird mit dem Zungenbrecher Homoskedastizi-
tét, jede Abweichung davon mit Heteroskedastizitét bezeichnet.

(c) Verteilung der Fehler: Die Abweichungen von der Geraden sind die Residu-
en R; =Y; — ;. Sie streuen einigermassen symmetrisch um die Gerade. Die beiden
»Ausreisser* haben wir schon kommentiert. Sie deuten auf eine ,langschwénzige* Ver-
teilung hin. Auf die Beurteilung der Verteilung der Fehler kommen wir noch zuriick
(4.3.a).
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Die hier festgestellten Abweichungen von den Voraussetzungen sind ohne Weiteres zu
tolerieren. So die Beurteilung des Autors. Das ist eine reichlich unwissenschaftliche
Aussage! Und in welchem Sinne ,,zu tolerieren“? Das ist nicht prézise zu fassen. Hier
einige Uberlegungen dazu:

° Bei exakter Giiltigkeit der Voraussetzungen gibt es in den Daten immer wie-
der scheinbare Abweichungen — wie ja bei strikt durchgefiihrten Tests in 5% der
Fille signifikante Effekte auftreten, wenn die Nullhypothese exakt gilt. Mit Er-
fahrung lésst sich etwa abschétzen, wie gross solche zufilligen Abweichungen
etwa werden konnen. Wir werden gleich noch diskutieren, wie man die zufélligen
Abweichungen préziser fassen kann.

. Selbst wenn in irgendeinem Sinn signifikante Abweichungen von den Vorausset-
zungen vorliegen, kann die Anwendung der im vorhergehenden Kapitel bespro-
chenen Methodik immer noch zu geniigend korrekten Resultaten fiithren. Solche
Beurteilungen beruhen auf dem Wissen und der Erfahrung iiber die Auswir-
kungen von Abweichungen auf einzelne Resultate der Methoden, wie
Verteilungen von Schitzungen, P-Werte von Tests und Ahnlichem.

° Wie wichtig prézise Aussagen der statistischen Methoden sind, héngt von der
wissenschaftlichen Fragestellung ab. Wenn es um eine prézise Schétzung
des Effekts einer erkldrenden Variablen auf die Zielgrosse in einem gut fundierten
Modell geht, sind die Voraussetzungen kritischer, als wenn es darum geht, in einer
Vielzahl von moglichen erkldrenden Variablen die wichtigen von den unwichtigen
zu trennen.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen zuriick zum Konkreten! Wir wollen die ein-
zelnen Voraussetzungen noch genauer untersuchen, mit besser geeigneten grafischen
Darstellungen.

Die Betrachtungen zum Streudiagramm der beobachteten und angepassten Werte
(3.1.h) lassen sich noch préziser fassen, wenn wir die Abbildung etwas abéndern:
Statt der beobachteten Werte Y; tragen wir in vertikaler Richtung die Residuen
R; ab. Das hilft vor allem dann, Abweichungen deutlicher zu sehen, wenn die Punk-
te in 3.1.h wenig um die Gerade streuen, wenn also die multiple Korrelation oder
das Bestimmtheitsmass R? hoch ist und die Residuen deshalb klein werden. Die so
entstehende Darstellung heisst nach den Autoren, die sie als unverzichtbaren Be-
standteil der Residuenanalyse propagiert haben, Tukey-Anscombe-Diagramm
(Abbildung 4.2.f). In dieser Darstellung sollten die Punkte gleichméssig um die
Nulllinie R = 0 streuen.

In Abbildung 4.2.f ist eine fallende Gerade eingezeichnet, die Punkte zusammenfasst,
fiir die die Zielgrosse Y konstant (gleich dem Mittelwert der Y;) ist. Sie wird sich als
Referenzlinie als niitzlich erweisen (4.4.m), wird aber von Programmen (bisher) nicht
gezeichnet.

Wir wollen nun die Voraussetzungen nochmals mit diesem neuen Diagramm priifen.

(a) Regressionsfunktion: Eine Kurve in 3.1.h wird zu einer entsprechenden, ,,flach
gelegten“ Kurve in 4.2.f. Von Auge koénnen wir zwar Muster in solchen Darstellungen
recht gut erkennen, aber es erweist sich oft als niitzlich, eine mégliche Kurve einzu-
zeichnen. Man erhélt sie mit einer geeigneten Glattungsmethode.
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Abbildung 4.2.f: Tukey-Anscombe-Diagramm fiir das Beispiel der Sprengungen, mit
einer Glattung und der Referenzgeraden ¥ =Y

Die Voraussetzung (a) lautet ja: E(E;) = 0. Wenn wir nun einige Beobachtungen mit
ghnlichem 7; zusammennehmen, also einen vertikalen Streifen in Abbildung 4.2.f her-
ausgreifen, sollte der Mittelwert der Residuen R; ungefdhr 0 ergeben. Man kann einen
solchen Streifen mit vorgegebener Breite A wihlen und den Mittelwert der Residuen
in der Mitte des Streifens in veritkaler Richtung einzeichnen (Abbildung 4.2.i). Vari-
iert man nun die Position des Streifens, entlang der horizontalen Achse, so erhélt man
das gleitende Mittel (running mean). Diese Beschreibung soll nur die Grundidee des
Gléattens mit der wohl einfachsten Idee erkléren. Das Verfahren kann leicht verbessert
werden und sollte deshalb nicht verwendet werden. Genaueres zu Glattungmethoden
bringt der Block iiber ,,Nichtparametrische Regression*.

Wenn Ausreisser vorhanden sind, dann sollte sich die Glattung davon nicht beirren
lassen! Einverstanden?

In einem realen Beispiel ist immer damit zu rechnen, dass mehrere Voraussetzungen
unerfiillt bleiben. Methoden, die einzelne Voraussetzungen beurteilen lassen, auch
wenn andere verletzt sind, erweisen sich als besonders niitzlich. Sie erlauben es, die
geeigneten Verbesserungen zu finden; eine spezifische Diagnose ermoglicht die Wahl
der wirksamen Therapie.

Methoden, die auf die Verletzung bestimmter Voraussetzungen wenig reagieren, heissen
robuste Methoden, vergleiche 4.5.d. Das gleitende Mittel reagiert stark auf einen
Ausreisser, ist also in diesem Sinne nicht robust. Wir verwenden deshalb die robuste
Glattungsmethode ,,lowess*”.
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Abbildung 4.2.i: Bestimmung des gleitenden Mittels: Mittelwerte fiir zwei vertikale
Streifen.

Die Glattung in Abbildung 4.2.f zeigt die Abweichung von der Linearitét, die wir in Ab-
bildung 3.1.h von Auge festgestellt haben (4.2.b), deutlich. Ist eine solche Kriimmung
aufgrund des Zufalls moglich? Oder handelt es sich um eine echte Abweichung, die
wir durch die Verbesserung des Modells zum Verschwinden bringen sollten?

Es liesse sich ein formeller Test angeben, der die entsprechende Nullhypothese priift —
Néiheres im Kapitel {iber Nichtparametrische Regression. Wir wollen hier eine informel-
le Methode beniitzen, die sehr allgemein niitzlich ist. Das Stichwort heisst Simulation,
(vergleiche 2.2.e).

Schritt (1): Man erzeugt Beobachtungen, die dem Modell entsprechen, mit Zufalls-
zahlen. Genauer: Es werden n standard-normalverteilte Zufallszahlen E erzeugt und
daraus Y;* = y; + 0E; bestimmt.

Schritt (2): Man fithrt die Regressionsrechnung mit den im Datensatz gegebenen erklé-
renden Variablen und den neu erzeugten Werten Y.;* der Zielgrosse durch, berechnet
die Glittung fiir das Tukey-Anscombe-Diagramm und zeichnet sie ins Diagramm der

Daten oder in eine separate Darstellung ein.
Schritt (rep): Man wiederholt diese beiden Schritte n,., Mal.

Die erzeugten Kurven entstehen aufgrund von zufélligen Schwankungen. Die Modell-
werte folgen ja exakt einem linearen Modell — dem aus den Daten geschétzten multi-
plen linearen Regressionsmodell. Nun beniitzt man wieder die Féhigkeit des Auges zur
Mustererkennung, um informell zu beurteilen, ob die Kurve im urspriinglichen Tukey-
Anscombe-Diagramm ,extremer® aussieht als die simulierten. Dabei sollte man nicht
nur darauf achten, ob die urspriingliche Glattung ,in der Bandbreite“ der simulierten
Kurven bleibt. Es kann auch die Form der Abweichung untypisch sein.
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In Anlehnung ans Testen auf dem Niveau 5% = 1/20 wurde von Davies (1995) empfoh-
len, die durch die urspriinglichen Beobachtungen gegebene Glattung durch n,., = 19
simulierte Kurven zu ergénzen. Ein informeller grafischer Test besteht dann darin,
die 20 Kurven auf gleiche Weise (ohne die Residuen) darzustellen und unbeteiligte
Personen aufzufordern, die auffilligste auszusuchen. Wenn das die Kurve ist, die den
Beobachtungen entspricht, gilt die Abweichung als signifikant.

0.10
|

0.05

Residuen
0.00

-0.05

-0.10

\ \ \ \ \ \
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 Yi

angepasste Werte

Abbildung 4.2.1: Die Glédttung fiir die Residuen im Tukey-Anscombe-Diagramm (—)
mit 19 simulierten Glattungskurven ( - - - )

In Abbildung 4.2.1 wurden die Residuen weggelassen, damit das Bild einfacher wird.
Es zeigt sich deutlich, dass die Glattung am linken und rechten Rand zufillig stérker
streut als in der Mitte, was auch intuitiv zu erwarten ist. Die Glattung der Residuen
der beobachteten Daten erscheint so oder so als die am stérksten gekriimmte Kurve.
Damit kann die Abweichung als signifikant gelten.

Statt der einzelnen Kurven kann man ein ,,Streuband einzeichnen, das zu jedem Wert von g
angibt, in welchem Bereich in vertikaler Richtung eine zufillige Glattungskurve liegen wiirde.
Dazu sollte n,.., wesentlich grosser gewahlt werden als 20, damit die Quantile mit verniinftiger
Genauigkeit ermittelt werden kénnen. Die Formen der zufilligen Kurven gehen dabei verloren.
Zudem ist die Interpretation eines solchen Streifens nicht ganz einfach: Macht man daraus eine
Testregel, die die Nullhypothese akzeptiert, wenn die beobachtete Kurve ganz im Streifen liegt,
dann ist die Irrtumswahrscheinlichkeit héher als das Niveau, das man zur Bestimmung des
Streubandes gewé#hlt hat. Die Bestimmung eines ,simultanen“ Streubandes mit vorgegebener
Irrtumswahrscheinlichkeit ist schwierig.

Fiir die Simulation von Fehlern FE; kann man statt der vorausgesetzten Normalverteilung
auch die empirische Verteilung der Residuen R; verwenden. Das ist die Idee der Bootstrap-
Methode, die hier nicht néher besprochen wird.

Schritt (2) kann man wesentlich vereinfachen: Man rechnet nur die Glittung der simulier-
ten Fehler aus und stellt sie dar. (Allenfalls multipliziert man die Fehler mit dem Faktor
\/1—p/n, siehe 4.3.g oder verwendet die empirische Verteilung der ,halb-standardisierten®
Residuen R;/+/1— H;;, siehe 4.3.i.) Das vernachlissigt zwar eine Quelle der Zufélligkeit der
Kurve, wird aber fiir praktische Zwecke genau genug sein.
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(b) Gleiche Varianzen: Ganz analog zu diesen Ideen kann man die Voraussetzung
der gleichen Varianzen priifen, indem man zuséitzlich zu einem gleitenden Mittel eine
»gleitende Standardabweichung® nach oben und unten abtrégt. Die Standardab-
weichung reagiert noch stiarker auf Ausreisser und sollte deshalb noch dringender durch
eine robustere Schitzung ersetzt werden. Eine einfache Moglichkeit besteht darin, die
fiir die Glattung beniitzte Methode (lowess) auf die Absolutwerte |R;| der Residuen
anzuwenden.

Das Programmsystem R liefert ein Streudiagramm der wurzel-transformierten |R,|
gegen die angepassten Werte y; (Abbildung 4.2.0), das englisch scale-location plot
genannt wird und wir Streuungs-Diagramm nennen wollen. Die Kurve féllt leicht,
aber eine so milde Abweichung wire, auch wenn sie sich als signifikant herausstellen
sollte, unbedeutend.
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Abbildung 4.2.0: Wurzel-transformierte absolute Residuen |R;| gegen angepasste Werte
im Beispiel der Sprengungen

Die Glattung der (wurzel-transformierten) absoluten Residuen ergibt allerdings ein Streuungs-
mass, das auch fiir unendlich viele normalverteilte Beobachtungen nicht gleich der Standard-
abweichung ist. Es empfiehlt sich, einen entsprechenden Korrekturfaktor einzufithren. Da man
nicht an der Streuung an sich, sondern nur an ihrer allfilligen Variation fiir verschiedene Be-
reiche von angepassten Werten interessiert ist, kann man darauf auch verzichten.
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4.3 Verteilung der Fehler

Die Annahme der Normalverteilung ((c) in 4.1.a) kann man unter anderem grafisch
iiberpriifen. Allerdings kennen wir die Fehler E; nicht — aber wenigstens die Residu-
en. Das Histogramm der Residuen kann grafisch mit der geeigneten Normalverteilung
verglichen werden (Abbildung 4.3.a). Diese ist durch den Erwartungswert 0 und die
empirische Varianz der Residuen festgelegt.
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Abbildung 4.3.a: Histogramm der Residuen fiir das Beispiel der Sprengungen.

* Die empirische Varianz der Residuen ist nicht gleich der geschiitzten Varianz 52 der Fehler,
sondern gleich (3~ R?)/(n—1) = 62(n—p)/(n—1). Damit das Histogramm mit der Normalver-
teilung-Dichte vergleichbar wird, muss die Skala auf der vertikalen Achse so gewahlt werden,
dass die Summe der Produkte von Balkenhthe mal Balkenbreite gleich 1 wird.

Beachten Sie, dass die Uberpriifung der Normalverteilung fiir die Zielgrosse selbst
sinnlos ist, da die Y; ja verschiedene Erwartungswerte haben.

Eine weitere Darstellungsart, das Normalverteilungs-Diagramm oder der normal
plot, beruht auf dem Vergleich der Quantile der empirischen Verteilung der Residuen
und der Quantile der Normalverteilung (Stahel (2002), 11.3).

Im Beispiel der Sprengungen zeigt sowohl das Histogramm (vergleiche Abbildung
4.3.a) als auch das Normalverteilungs-Diagramm (Abbildung 4.3.c), dass die Daten
gendhert normalverteilt sein konnten. Es fillt allerdings ein verdichtig extremer Wert
auf, ein so genannter Ausreisser, den wir bereits im Tukey-Anscombe-Diagramm
gesehen haben.

Ein Histogramm kann nie perfekt mit einer Dichtekurve iibereinstimmen. Die Haufig-
keitsverteilung der Residuen wird zufillig immer wieder anders herauskommen, auch
wenn Beobachtungen genau nach dem Modell erzeugt werden — beispielsweise iiber
Zufallszahlen. Welche Abweichungen kénnen noch als ,rein zuféllig® gelten? Man kann
diese Frage formal mit einem statistischen Test beantworten. Dies fiithrt zu den An-
passungstests (goodness of fit tests). Jeder dieser Tests priift eine bestimmte Art von
Abweichungen. Wir gehen hier nicht néher auf diese Methoden ein.
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Abbildung 4.3.c: Normal plot der Residuen fiir das Beispiel der Sprengungen.

Der Vorteil einer grafischen Darstellung besteht gerade darin, dass das Auge auch
Besonderheiten entdeckt, an die man vorher nicht gedacht hat. Die Entscheidung, ob
ein Histogramm ,nur zuféllig“ von der idealen Verteilung abweicht oder nicht, braucht
Ubung — und diese kann man sich verschaffen, indem man durch Simulation (vergleiche
4.2.k) mit dem angepassten Modell immer neue Datensétze erzeugt. So sind die 6
simulierten Residuen-Histogramme in Abbildung 4.3.e (i) und die Normalverteilungs-
Diagramme in Abbildung 4.3.e (ii) entstanden.

w _] < —
— — T &l i
i -]
o | 2
= 2 - Ny
1] © —
5 i
> © © - —
T, | &
< <
o N I
o - o - o - J
T T T T T T T T T T T T T T T
-04 -02 0.0 0.2 0.4 -04 -02 00 0.2 0.4 -04 -02 00 0.2 0.4
= — - —
i o _| w
o _| —
5 o N o
§ o — - -
| wn - wn —
-] i B=al
o N o o
T T T T T T T T T T T T T T T
-04 -02 0.0 0.2 0.4 -04 -02 00 0.2 0.4 -04 -02 00 0.2 0.4
Residuen Residuen Residuen

Abbildung 4.3.e (i): Histogramme von Residuen aus 6 simulierten Sétzen von Y -Werten
im Beispiel der Sprengungen
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Abbildung 4.3.e (ii): Quantil-Quantil-Diagramme von Residuen aus 6 simulierten Sét-
zen von Y -Werten im Beispiel der Sprengungen

Niitzlich ist es auch, analog zur Untersuchung der zufilligen Variation der Glattungen
in 4.2.k vorzugehen und n,., simulierte Normalverteilungs-Diagramme {ibereinander
oder den daraus ermittelten ,,Streustreifen” zu zeichnen.

Bei diesen Betrachtungen haben wir, wie eingangs angedeutet, ein wenig geschummelt.
Wir wollen ja die Verteilung der Zufallsfehler FE; {iberpriifen, haben aber die Resi-
duen R; beniitzt, und das ist nicht dasselbe. Das ist mit Hilfe von Matrixalgebra nicht
schwierig zu untersuchen, wie Anhang 4.A zeigt. Hier die Ergebnisse:

Falls die Fehler normalverteilt sind, so sind es die Residuen von einer Kleinste-Quadrate-
Schétzung ebenfalls. Aber sie haben nicht die gleiche theoretische Varianz, auch
wenn die Fehler dies erfiillen; var(R;) hingt von [332(1),3652), ...] ab! (Verwirrt Sie die
Betrachtung der Varianz eines Residuums? Jedes R; ist ja eine Zufallsvariable, die
eine theoretische Varianz hat — nicht zu verwechseln mit der empirischen Varianz, die

es immer nur fiir eine Stichprobe gibt, hier also fiir alle Residuen zusammen.) Es ist
V&I‘<Ri> = (1 - H“) O’2 .

Die Grosse Hj; ist eine Funktion aller xgj ). Sie heisst englisch leverage, was wir mit

Hebelarm iibersetzen wollen, und wird oft als h; notiert.
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h Die Hebelarm-Werte haben einige anschauliche Bedeutungen:

° Wenn man einen Wert Y; um Ay; verindert, dann misst H;;Ay; die Ver-
anderung des zugehorigen angepassten Wertes y;. Wenn H;; also gross ist,
dann ,zwingt die ite Beobachtung die Regressions-Funktion, sich an sie stark
anzupassen®. Sie hat eine ,, grosse Hebelwirkung“ — daher der Name.

° Das macht auch das Ergebnis iiber die Varianzen qualitativ plausibel: Wenn
die ite Beobachtung die Regressionfunktion stark an sich zieht, wird die Ab-
weichung R; tendenziell geringer, also die Varianz von R; kleiner.

° Hebelpunkte in der Physik sind solche, die weit vom Drehpunkt entfernt sind.
In unserem Zusammenhang heisst das, dass sie in gewissem Sinne weit vom
»grossen Haufen“ der Punkte weg sind, was die z-Variablen betrifft.

* Die Hy; sind fiir die einfache Regression gleich (1/n) + (z; — )2/SSQ™Y) | also eine einfache
Funktion des quadrierten Abstandes vom Schwerpunkt &. In der multiplen Regression sind sie
eine ebenso einfache Funktion der so genannten Mahalanobis-Distanz.

° Die leverages liegen zwischen 0 und 1. Thr Mittelwert muss immer gleich p/n
sein.

i Damit die Residuen wirklich die gleiche Verteilung haben, muss man sie also stan-
dardisieren! Man soll also fiir die Uberpriifung der Verteilung die standardisierten

Residuen
Bi=Ri [ (5vT— Hy)

verwenden. Das Gleiche gilt fiir das Streuungs-Diagramm, das zeigen soll, ob die Vari-
anzen der Fehler gleich sein kénnen, was bedeutet, dass die Varianzen der standardi-
sierten Residuen gleich sind.

Meistens sind allerdings die Unterschiede zwischen den Varianzen var(R;) klein, so dass
man auch unstandardisierte Residuen fiir diese Analyse verwenden kann. Wesentlich
wird die Unterscheidung in der gewichteten Regression, siehe 4.7.

4.4 Zielgrosse transformieren?

a Nachdem jetzt einige Diagnose-Instrumente eingefiihrt sind, konnen wir die ersten
Syndrome und Therapien besprechen. Dazu gehen wir den umgekehrten Weg von einer
bekannten Krankheit zu den entsprechenden Symptomen.

> Im Beispiel der Sprengungen wurde auf Grund von grafischen Darstellungen und
theoretischen Uberlegungen die Zielgrésse ,,Erschiitterung® logarithmiert. Wie wiir-
den die besprochenen grafischen Darstellungen aussehen, wenn die Zielgrosse nicht
transformiert worden wére? Abbildung 4.4.a zeigt es!
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Abbildung 4.4.a: Tukey-Anscombe-Diagramm mit Streuungs-Diagramm und Histo-
gramm und Normalverteilungs-Diagramm der standardisierten Residuen

Am augenfilligsten ist das Muster im Tukey-Anscombe-Diagramm: Es zeigt sich

° eine nach oben gekriitmmte Gléttung,

° eine nach rechts trichterférmig zunehmende Streuung,

° im rechten Teil eine schiefe Verteilung der Residuen — bis auf einen Ausreisser
nach unten.

Im Streuungs-Diagramm wird die Zunahme der Streuung gegen rechts ebenfalls klar.
Sie wiirde noch klarer, wenn Abweichungen von der Glattungskurve im Tukey-Anscombe-
Diagramm statt der Residuen des (falschen) Modells verwendet wiirden.

Die Verteilung der standardisierten Residuen zeigt ebenfalls eine gewisse Schiefe. Wenn

man die simulierten Bilder aus dem letzten Abschnitt ansieht (4.3.e), bleibt allerdings
unklar, ob eine solche Abweichung auch zufillig zustande kommen konnte.
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Die drei erwdhnten Symptome bilden ein Syndrom, das nach einer Transforma-
tion _
Y =g(Y)

der Zielgrosse ruft, und zwar mit einer Funktion g, die eine positive Schiefe verklei-
nert.
Im vorliegenden Beispiel ist die Losung schon bekannt: Wenn die Zielgrosse logarith-
miert wird, passt das Modell recht gut, wie wir bereits wissen.

Die Logarithmusfunktion ist allerdings nur eine unter vielen, die die Schiefe einer
Verteilung reduzieren; alle monoton zunehmenden, nach unten gekriimmten (konka-
ven) Funktionen kommen hier in Frage. Eine weitere, oft verwendete Funktion ist die
(Quadrat-) Wurzel, die weniger stark wirkt.

Als Transformationen der Zielgrosse kommen im vorliegenden Zusammenhang um-
kehrbare oder monotone Funktionen in Frage. Wiirde eine Funktion verwendet, die
zwei verschiedenen Werten der urspriinglichen den gleichen Wert der transformier-
ten Zielgrosse zuweist, dann wiirde damit die Art des untersuchten Zusammenhan-
ges grundsétzlich verdndert. Das sprengt den Rahmen der Verdnderung des Modells
zwecks besserer Erfiillung der Voraussetzungen. Als Grenzfall sind Funktionen zuléssig,
die nicht strikt, sondern nur ,schwach® monoton sind, fiir die also zusammenh#ngen-
den Intervallen der urspriinglichen Grosse allenfalls der gleiche transformierte Wert
zugewiesen wird. Wir kommen auf mogliche Transformationen gleich zuriick.

Im Beispiel der basischen Bdden zeigt das Tukey-Anscombe-Diagramm (Abbildung
4.4.d) ein analoges Bild wie das Spreng-Beispiel mit untransformierter Zielgrosse — in
umgekehrter Richtung und viel schwécher: Die Gléattung zeigt eine leichte Kriitmmung
nach unten, die Streuung nimmt (fiir ¥ > 4) gegen rechts leicht ab und die Verteilung
der Residuen ist auf die uniibliche Seite schief.

Hier hilft eine Transformation, die eine negative Schiefe reduziert, also eine mit einer
monoton zunehmenden, konveren Funktion. Erfahrung und Probieren fiithrte in diesem
Fall zu Y = Y?2. Das Tukey-Anscombe-Diagramm zeigt danach keine Abweichungen
von den Modellannahmen mehr. Die Residuen sind etwa symmetrisch verteilt.

* Die Transformation ¥ = Y2 ist selten niitzlich. Sie ist auch nicht die einzig richtige, sondern
eine einfache, die zum Ziel fithrt. Man kann versuchen, plausibel zu machen, weshalb eine solche
Transformation in diesem Beispiel eine Bedeutung hat: Vielleicht ist die quadrierte Baumhohe
etwa proportional zur Blattflache.

Ein Gliicksfall, dass alle Abweichungen mit der gleichen Transformation beseitigt wer-
den konnen! — Dieser Gliicksfall tritt erstaunlich haufig ein. (Wenn Sie gerne philo-
sophieren, kénnen Sie sich nach dem Grund dieser empirischen Erscheinung fragen,
die allerdings wohl kaum je mit einer empirischen Untersuchung quantitativ erfasst
wurde.)

Welche Transformationen soll man in Betracht ziehen, um das beschriebene Syn-
drom zu kurieren? Die folgenden Empfehlungen beruhen wieder auf Erfahrungen der
angewandten Statistik, auf Plausibilitéit, Einfachheit und &hnlichen ,,unexakten* Grund-
lagen.
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Abbildung 4.4.d: Tukey-Anscombe-Diagramm fiir das Beispiel der basischen Béden

Als niitzlich erweisen sich sehr oft

° die Logarithmus-Transformation fiir Konzentrationen und Betrige — also
fiir stetige Zufallsvariable, die nur positive Werte haben kénnen —

° die Wurzeltransformation fiir Zdhldaten und

° die so genannte Arcus-Sinus-Transformation y = arcsin ,/y fiir Anteile (Pro-
zentzahlen/100).

Diese Transformationen haben von J. W. Tukey den Namen first aid transfor-
mations erhalten und sollten fiir solche Daten immer angewendet werden,
wenn es keine Gegengriinde gibt — und zwar auch fiir erklarende Variable.

h  Wenn in einer einfachen Regression sowohl die erkldrende Variable als auch die Ziel-

grosse Konzentrationen sind, fiihrt die Regel zu Y = log;o(Y) und X = logo(X).
Aus Y = a+ fz; + E; wird log;(Y;) = a+ 5 log;o(z;) + E; und

Y; = 10" 2} 107,

also ein Potenzgesetz fiir die urspriinglichen Grossen (vergleiche 2.1.d). Falls g =1
ist, sind die Konzentrationen proportional bis auf einen multiplikativen zufilligen
Fehler. Wenn das lineare Modell der logarithmierten Grossen weitere Terme enthélt,
dann wirken diese auf die untransformierte Zielgrosse multiplikativ. Fiir eine zusétz-
liche kontinuierliche Ausgangsgrosse kommt ein multiplikativer Potenz-Term 51:52)52
hinzu. Im Fall einer Indikator-Variablen, beispielsweise fiir eine neue Behandlung, ist
die Wirkung einfacher: Die neue Behandlung bewirkt gem#ss Modell eine proportional

Erhohung (oder Erniedrigung) von Y um den Faktor 1052,
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Die Logarithmus-Transformation ist also von besonderer Bedeutung. Sie ist vom
datenanalytischen Gesichtspunkt her dann richtig, wenn die Standardabweichung der
Residuen etwa proportional zu den angepassten Werten ist. Sie ist allerdings nur an-
wendbar, wenn die Zielgrosse nur positive Werte haben kann. Das allerdings gilt oft
auch fiir Variable, fiir die der Wert 0 auftreten kann. Man muss dann die Logarithmus-
Transformation leicht abéndern, damit die Nullen nicht wegfallen. Beobachtungen
mit Y; = 0, also diejenigen mit dem kleinsten Wert der Zielgrosse, wegfallen zu lassen,
miisste zu einer systematischen Verfialschung der Resultate fiithren!

Die einfachste Formel zur Abénderung der Logarithmus-Funktion lautet ¥ = log(Y + ¢)
mit einer geeigneten Konstanten c. Oft sieht man, geméss dem Prinzip der Einfachheit,
die Wahl von ¢ = 1. Da die Wirkung dieser Wahl stark vom Bereich der untransfor-
mierten Werte Y; abhéngt, sollte man diese Wahl eher als ,einfiltig” bezeichnen. Die
Wahl soll von der Verteilung der positiven Y; abhidngen. Wéaren diese lognormal ver-
teilt, dann wiirde ¢ = med(Y}) /s%? mit s = med(Y,) /qo.25(Y%) eine Schiitzung fiir
das 2.5%-Quantil ergeben (qg.25 ist das untere Quartil). Diese Konstante hat also die
gleiche Grossenordnung wie die kleinsten positiven beobachteten Werte. Thre Wahl ist
immer noch willkiirlich, aber sie macht die Wirkung der Transformation wenigstens
von der Wahl der Messeinheit von Y unabhéngig.

Box-Cox-Transformationen. Damit man moglichst nicht-schiefe Fehler-Verteilungen errei-
chen kann, kann man eine ganze ,,Familie“ von Transformationen einfithren. Von Box und Cox
stammt der Vorschlag

2 —1

fiir A#£0,
In(z)  fiir A\=0

g (z) =

(fitr positive ). Bis auf Verschiebung um —1 und Multiplikation mit 1/ sind dies die Poten-
zen z*. Diese Skalierung hat den Vorteil, dass im Grenzfall A — 0 die Logarithmus-Funktion
herauskommt, was die Definition fiir diesen Fall begriindet. Die Schiefe wird grosser fiir A > 1;
fir A < 1 nimmt die Schiefe ab.

Es wurde auch vorgeschlagen, die Grosse A als zusétzlichen Parameter ins Modell aufzuneh-
men und nach dem Prinzip der Maximalen Likelihood zu schéitzen. Fiir die Interpretation
kann es einfacher sein, sich auf ,einfache Werte* von A zu beschréanken wie: Quadrat: A = 2;
keine Transformation (bis auf eine Verschiebung um 1): A = 1; Quadrat-Wurzel: A = 0.5;
Logarithmus: A = 0; Kehrwert: A = —1.

Wie die Betrachtung in 4.4.h deutlich macht, &ndert sich mit der Transformati-
on der Zielgrosse auch die Regressionsfunktion. In einigen Anwendungen ist das
nicht zuléssig, da die (lineare) Regressionsfunktion fiir die untransformierte Ziel-
grosse theoretisch begriindet ist.

Das ist beispielsweise im Beispiel der Schadstoffe im Tunnel (1.1.d) der Fall: Die ge-
samten Schadstoffe setzen sich nach einer offensichtlichen ,,physikalischen Gesetz“ ad-
ditiv aus den Schadstoffen zusammen, die die beiden Fahrzeugkategorien ausstossen.
In einem solchen Fall muss man zu einem allgemeineren Regressionsmodell iibergehen,
indem man entweder die Voraussetzungen der gleichen Varianz (b) und der Normal-
verteilung (c) fallen ldsst oder ein nicht-lineares Modell verwendet.
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Wenn keine Theorie die Transformation verbietet, kann es natiirlich noch vorkommen,
dass der erwihnte Gliicksfall nicht eintritt, dass also eine Kriitmmung der Gléattung,
eine Abhéngigkeit der Varianz vom angepassten Wert und die Form der Verteilung der
Residuen nicht durch eine einzige Transformation aus der Welt zu schaffen sind.

Sind zum Beispiel die Gleichheit der Varianzen (b) und die Normalverteilung (c) in
Ordnung, aber die Regressionsfunktion verbesserungsbediirftig, dann soll man zunéchst
priifen, ob sie sich durch Transformationen der erkldrenden Variablen oder durch Zu-
satzterme linearisieren ldsst (sieche Abschnitt 4.6). Wenn das nicht hilft, kann man
die Zielgrosse trotzdem transformieren und nachher die anderen Voraussetzungen, die
dann verletzt sein konnen, durch Gewichtung und robuste Schétzung beriicksichtigen.

Gekriimmte Glattungen im Tukey-Anscombe-Diagramm lassen sich nicht immer mit
Transformation der Zielgrosse kurieren. Wenn beispielsweise die wahre Regressions-
funktion eine quadratische Funktion von X ist, die im Bereich der Daten ein Ma-
ximum oder ein Minimum erreicht (vergleiche 3.2.v), wiahrend das gewihlte Modell
keinen quadratischen Term enthélt, dann ergibt sich eine gekriimmte Gldttung, und es
ist klar, dass keine Transformation der Zielgrosse diese Erscheinung zum Verschwinden
bringt.

Eine monotone Transformation der Zielgrosse kann einen Zusammenhang mit einer
Ausgangsgrosse nur dann linear machen, wenn dieser Zusammenhang selbst monoton
ist. Nun sind im Tukey-Anscombe-Diagramm die Residuen in vertikaler Richtung abge-
tragen, nicht die Y -Werte. Man kann also entweder zum Diagramm der beobachteten
Y -Werte gegen die angepassten zuriickgehen (3.1.h) — oder ins Tukey-Anscombe-Dia-
gramm eine Referenzlinie einzeichnen, die Punkte mit konstanten Y -Werten verbin-
det, wie dies in 4.2.g erwihnt wurde. Eine monotone Transformation der Zielgrosse
kann nur helfen, wenn die Glattung jede Parallele zur Referenzlinie (jede Gerade der
Form Y = konstant) nur einmal schneidet.

4.5 Ausreisser und langschwinzige Verteilung

Im Beispiel der Sprengungen haben wir eine oder zwei Beobachtungen als Ausreisser
bezeichnet. Der Begriff des Ausreissers ist nicht klar definiert. Es handelt sich um ei-
ne Beobachtung, die schlecht zu einem Modell passt, das fiir die Mehrheit der Daten
angebracht ist. Im Fall einer einfachen Stichprobe ist ein Ausreisser eine Beobachtung,
die, gemessen an der Streuung der Daten, weit vom Median entfernt ist. In der Regres-
sion spielt das Modell eine wesentliche Rolle. Vor allem haben Transformationen einen
starken Einfluss darauf, welche Beobachtungen extreme Residuen erhalten.

*  Ausreisser“ ist damit ein ,,vager Begriff“. Dass diese in der Datenanalyse eine wichtige Funk-
tion haben, auch wenn sie von Mathematikern meistens nicht geliebt werden, hat J. W. Tukey
betont. Sie helfen, die notigen Prézisierungen durch wohldefinierte Masszahlen kritisch zu hin-
terfragen und alternative ,,Operationalisierungen® vorzuschlagen.
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Was soll man tun mit Ausreissern? Zunichst sollen sie die zugehorigen Daten
auf Richtigkeit iiberpriift werden. Es ist leicht einzusehen, dass Ausreisser im Tukey-
Anscombe-Diagramm durch grobe Fehler sowohl in der Zielgrésse als auch in einer
wichtigen erkldrenden Grosse verursacht sein kénnen.

Findet man keine geniigenden Griinde, an der Richtigkeit der Werte zu zweifeln,
dann wird man zunéchst mit den weiteren Methoden der Residuen-Analyse nach
Erklarungen fiir die ,,ungewohnliche* Beobachtung und Verbesserungen des Modells
suchen. Ausreisser sind (wie im menschlichen Zusammenhang) etwas Besonderes,
aber nichts ,Schlechtes”, sondern manchmal die wertvollsten Beobachtungen im
Datensatz!

Fordert auch die Suche nach Modell-Veréinderungen nichts zu Tage, dann kann
der Ausreisser auch durch eine ungewdohnlich grosse Zufallsabweichung zustande
gekommen sein; solche werden durch langschwénzige Verteilungen mit grosserer
Wahrscheinlichkeit erzeugt.

Schiefe Verteilungen versucht man, wie im vorherigen Abschnitt erwéhnt, durch Trans-
formationen zum Verschwinden zu bringen. Zeigt der normal plot eine einigermassen
symmetrische Verteilung, die aber langschwinzig ist, dann niitzen Transformationen
der Zielgrosse meistens nichts.

Man kann die extremsten Beobachtungen weglassen, bis die Langschwénzigkeit ver-
schwindet oder zu viele (z. B. mehr als 5%) eliminiert werden. Resultate, die man mit
den tibriggebliebenen Beobachtungen erhélt, sind aber mit Vorsicht zu beniitzen. Bei
Tests und Vertrauensintervallen stimmt die Irrtums-Wahrscheinlichkeit nicht mehr.
Die weggelassenen Beobachtungen soll man als Ausreisser auf ihre Richtigkeit speziell
iiberpriifen, und auf alle Fille sind sie im Bericht zu erwéhnen.

Die Kleinste-Quadrate-Methoden sind bei langschwinzigen Verteilungen der Fehler nicht opti-
mal. Robuste Methoden sind in diesem Fall deutlich besser; sie liefern effizientere Schatzun-
gen und méchtigere Tests. Gleiches gilt, wenn sich einzelne Ausreisser zeigen; der Fall einer
Normalverteilung mit Ausreissern ist ein Spezialfall einer langschwénzigen Verteilung.

4.6 Residuen und erklirende Variable

Im Tukey-Anscombe-Diagramm kénnen sich Abweichungen von der angenommenen
Form der Regressionsfunktion und von der Voraussetzung der gleichen Varianzen
zeigen. Ahnliches kann auch zu Tage treten, wenn als horizontale Achse statt Y
eine Ausgangs-Variable gewihlt wird.

> Abbildung 4.6.a zeigt diese Streudiagramme fiir die zwei kontinuerlichen Aus-
gangsgrossen im Beispiel der Sprengungen. Wieder wurden zur Beurteilung der
Glattung 19 ,zuféllige Glattungen® eingezeichnet.

Wie beim Tukey-Anscombe-Diagramm erscheint auch hier eine Referenzlinie, die
Punkte gleicher Y -Werte verbinden soll. Da Y; aber nicht die Summe einer linearen
Funktion von acl(j ) und dem Residuum R; ist, ist die genaue Bedeutung der Referenz-
geraden etwas komplizierter zu formulieren: sie verbindet Punkte, fiir die die Summe

aus dem geschiitzten Effekt der betrachteten erklirenden Variablen X () und den Re-
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log10(ersch) ~ Stelle + log10(dist) + log10(ladung)
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Abbildung 4.6.a: Streudiagramme der Residuen gegen zwei erklédrende Variable, mit
Glattung (— — —) und Referenzlinie ¥ =konstant (— - —- —)

siduen, also
ﬂja:l(-]) + R; = const

ist. Der erste Term wird im Englischen auch component effect genannt. Die Summe

der beiden kann auch geschrieben werden als Y; — 237& j ngl@, was als beobachteten
Wert, , korrigiert fiir die Effekte der anderen Regressoren®, angesprochen werden kann.

Wenn ein Regressor X /) durch Transformation aus einer (oder mehreren) Ausgangs-
Variablen U) ausgerechnet wurde, stellt sich die Frage, ob die Residuen gegen die
untransformierte oder die transformierte Variable dargestellt werden sollen.

> Im Beispiel wurden sowohl die Distanz als auch die Ladung logarithmiert. In der
Abbildung wurden die untransformierten Werte beniitzt, was dazu fiihrt, dass die
Referenzlinie keine Geraden ist. Die Begriindung fiir diese Wahl folgt unten (4.6.e).

Eine Abweichung der Form der Regressionsfunktion, die sich im Streudiagramm
der Residuen gegen X () allenfalls zeigt, kann oft durch Transformation der
erklirenden Variablen XU) zum Verschwinden gebracht werden.

H&ufig wird man eine solche Abweichung bereits im Tukey-Anscombe-Diagramm gese-
hen haben. Vielleicht musste man aber auf eine Transformation der Zielgrosse verzich-
ten, weil sonst die vorhandene Symmetrie und Gleichheit der Varianzen der Residuen
zerstort worden wire.

Kann eine monotone Transformation von U helfen? Wie im Tukey-Anscombe-Dia-
gramm hilft die Referenzlinie, diese Frage zu beantworten. Die Differenz zwischen
der Nulllinie (der horizontalen Achse) und der Referenzlinie misst den Einfluss der
Ausgangsgrosse UU) auf die Zielgrosse gemiiss Modell. Die Differenz zwischen der
Glattung und der Referenzlinie dagegen zeigt, wie der Einfluss geschétzt wird, wenn
er nicht auf die lineare Form 3; X (@) eingeschrinkt wird.

> Im Beispiel ist dieser flexibel geschétzte Einfluss fiir kleine Distanzen kleiner und

fiir grosse Distanzen grosser als der Einfluss geméss Modell. Wiirde die Glattung
der Nulllinie folgen, dann wiirde der Einfluss gerade der im Modell angenommenen
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Form entsprechen. Da der flexibel geschétzte Einfluss immerhin monoton mit der
erklirenden Variablen abnimmt, hat man mit einer monotonen Transformation
dieser Variablen eine Chance, die Kriimmung weg zu bringen.

Die Transformation miisste grosse Werte der erkldrenden Variablen auseinander
ziehen. Da es sich um den Logarithmus der Distanz handelt, kann man es mit
ent-logarithmieren versuchen. Konsequenterweise ent-logarithmieren wir auch die
erklirende Grdsse Ladung. Abbildung 4.6.c zeigt die Diagramme fiir das entspre-
chend gednderte Modell. Die Transformation zeigt fiir die Distanz den erwiinschten
Erfolg. Fiir die Ladung ist die Wirkung gering; die Logarithmus-Transformation
wirkt fiir die Ladung ndherungsweise als lineare Funktion, da der Variationskoet-
fizient relativ klein ist.

log10(ersch) ~ Stelle + dist + ladung
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Abbildung 4.6.c: Streudiagramm der Residuen gegen die erkldrenden Variablen Distanz
und Ladung, die hier unlogarithmiert im Modell stehen

Im vorliegenden Fall haben die (Riick-) Transformationen den Nachteil, dass die
einfache physikalische Interpretation verloren geht. Wenn wir nur an guter Vor-
hersage interessiert sind, kénnen wir auf die Begriindung verzichten. Allerdings ist
bei der Verallgemeinerbarkeit der Studie auf andere Tunnels dann erhohte Skepsis
am Platz.

Wenn keine Transformation von X @) zum Ziel fiihrt, kann ein zusétzlicher, quadra-
tischer Term X ()2 helfen. Eine einfache lineare Regression wird dann zu einer qua-
dratischen (siehe 3.2.v).

Wieso werden in den Darstellungen nicht die transformierten Variablen fiir die horizontale Ach-
se verwendet? Wenn die Transformation nicht ,erfolgreich“ war, dann sollte man einen neuen
Versuch starten. Wurde die transformierte Variable auf der horizontalen Achse verwendet, dann
kann die Abbildung nur eine Transformation der Transformierten nahelegen — das kann zu einer
komplizierten, wenig sinnvollen Losung fiihren. Wenn die untransformierte Variable verwendet
wird, kann man mit der Abbildung direkt eine neue, einfache Transformation bestimmen. —
Falls ein quadratischer Term im Modell vorkommt, ist es wenig sinnvoll, die Residuen gegen
diesen Regressor aufzutragen. Es ist informativer, die untransformierte Ausgangsgrosse zu ver-
wenden, und diese ist normalerweise sowieso ebenfalls im Modell vorhanden, weshalb fiir sie so
oder so eine entsprechende Abbildung gezeichnet wird.
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Deshalb werden von der Funktion regr die Residuen gegen alle in der Modellformel vorkom-
menden Variablen aufgetragen, nicht gegen Regressoren resp. Terme der Formel.

Wenn Wechselwirkungen im Modell sind (oder andere Regressoren, die aus mehreren Ausgangs-
grossen berechnet werden), muss neu geklirt werden, wie der Effekt einer Ausgangsgrosse U7
gemessen werden soll. Antwort: Man setzt alle anderen Ausgangs-Variablen auf einen ,,typischen
Wert“ uj, (Median fiir kontinuierliche und Modus fiir kategorielle Variable) und verwendet die
Vorhersage §< ULy oeey Uj—1, U, Ujt1, > als Funktion des varierenden UU) als ,component
effect* 71 .

Im Modell wird als néchstes vorausgesetzt, dass die Effekte von zwei erklidrenden

Variablen sich addieren. Diese Annahme soll ebenfalls grafisch iiberpriift werden.
Dazu braucht es ein dreidimensionales Streudiagramm von ZL'Z(-] ),l'l(-k) und den Residu-
en R;. Etliche Programme erlauben es, einen dreidimensionalen Eindruck auf einem
zweidimensionalen Bildschirm durch Echtzeit-Rotation zu gewinnen.

0.60
1

2 | , . < FENNZEANN
o
/ / AN

o

n

= 4 N\ /

© \//\// /

alf)
59 o
R °
g 2]
[=2
©

NN XN s
s AN

0.40

o 7&/

0.35
L

. N - N/ NN\ \\
.| S S N Vs N N\
o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 21 22 23 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 21 22 23
log(Distanz) log(Distanz)

Abbildung 4.6.f (i): Residuen in Abhéngigkeit von zwei erklirenden Variablen im Bei-
spiel der Sprengungen

Auf dem Papier ist der dreidimensionale Eindruck schwieriger zu erreichen. Abbildung
4.6.f zeigt eine spezielle Art der Darstellung fiir das Beispiel der Sprengungen. Darin
wird die Grosse des iten Residuums durch ein strichférmiges Symbol dargestellt, das
am Ort [xgl),xgz)] platziert wird. Die Linge des Striches ist proportional zum Ab-
solutbetrag des Residuums und die Steigung von +1 oder —1 gibt das Vorzeichen

wieder.

Im linken Diagramm sind die beiden erkldrenden Variablen kontinuierlich. Wenn
in einem solchen Diagramm Gebiete sichtbar werden, in denen die meisten Striche
in der einen Richtung verlaufen, deutet dies eine so genannte Wechselwirkung
an. Der einfachste Fall besteht darin, dass die Residuen links unten und rechts
oben vorwiegend positiv und links oben und rechts unten eher negativ sind — oder
umgekehrt. Eine solche Wechselwirkung kann die durch einen zusétzlichen Term

(m+1) (m+1) _ () (k)
+ ﬂm—f—lxi 3 =T, T,

mit x im Modell beriicksichtigt werden kann.



4.7. GEWICHTETE LINEARE REGRESSION 79

Im rechten Diagramm ist die in vertikaler Richtung gezeichnete Variable ein Faktor
(die Stelle). Es zeigt sich fiir Stelle 1 eine Tendenz zu negativen Residuen fiir grosse
und positiven fiir kleinere Distanzen; fiir Stelle 3 ist es gerade umgekehrt. Das deutet
eine Wechselwirkung zwischen dem Faktor Stelle und der (logarithmierten) Distanz
an, vergleiche 3.2.t. Eine solche Wechselwirkung ldsst sich noch einfacher entdecken in
einem Streudiagramm der Residuen gegen die kontinuierliche erklérende Variable, mit
verschiedenen Symbolen fiir die verschiedenen Faktorwerte (Abbildung 4.6.g (ii)).
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Abbildung 4.6.g (ii): Residuen gegen eine erklérende Variable, mit verschiedenen Sym-
bolen und Glattungen fiir die verschiedenen Werte eines Faktors

In den Streudiagrammen der Residuen gegen die erkldrenden Variablen kann sich
auch zeigen, dass die Streuung der Residuen von X ) abhingt. Dann gibt die
gewichtete Regression korrekte Ergebnisse.

4.7 Gewichtete lineare Regression

Die Varianzen der einzelnen Zufallsfehler, die wir mit 02 = var(FE;) bezeichnen wollen,
sollen nun nicht mehr als gleich (= ¢2) vorausgesetzt werden.

Wir gehen zunéchst davon aus, dass die 02-2 bekannt seien. Dann ist es sicher sinnvoll,
den Beobachtungen mit kleinerer Zufallsstreuung, also den préziseren Beobachtungen,
in der Regressionsrechnung grosseres Gewicht zu geben. Statt der gewdhnlichen Qua-
dratsumme SSQ®) kann man eine gewichtete Version davon, > w; R? | minimieren.

Die Gewichte w; sollen fiir steigende o; fallen. Nach dem Prinzip der Maximalen Li-
kelihood ist w; = 1/0? optimal.

* Die Wahrscheinlichkeits-Dichte fiir eine Beobachtung Y; = v; ist unter dieser Annahme
niimlich 1/(0;v/27) exp(—(r?/(202)) (mit v = y; — (85 + 3, B;2”))). Wie in 2.A.0.) ergibt
sich durch Logarithmieren und Summieren die Quadratsumme, diesmal die gewichtete.
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> Beispiel starke Wechselwirkung. In Experimenten der Hochenergie-Physik
wurde in den 1970er Jahren die starke Wechselwirkungskraft untersucht. In ei-
nem Versuch trifft ein Elementarteilchenstrahl auf eine Protonenquelle, und es
entstehen verschiedene neue Elementarteilchen, von denen eine Sorte durch einen
Detektor erfasst wird. Genaueres findet man in Weisberg (1990, Ex. 4.1).

u; Y 0 u; Y, oy
367 17 15 239 6

6 311 9 20 220 ©
8 295 9 30 213 6
10 268 7 70 193 5
12 253 7 150 192 5

Tabelle 4.7.b: Daten des Beispiels der starken Wechselwirkung: Energie des Teil-
chenstromes wu;, Anteil erfasste Teilchen Y; und Standardabweichung o; der Zufalls-
Abweichungen FE;

Die Daten in Tabelle 4.7.b enthalten die Energie u des Teilchenstromes und die
Zielgrosse Y , die proportional zum Verhéltnis der erfassten Teilchen zu den einge-
schossenen Teilchen ist. Zudem kann man eine theoretische Standardabweichung
o; fiir jedes Y; (oder jeder Zufalls-Abweichung E;) bestimmen; diese Grdssen
sind in der Tabelle ebenfalls enthalten. Fiir beide Grossen bildet die Logarithmus-
Funktion die ,first aid transformation®. Deshalb sind die beiden Variablen in Ab-
bildung 4.7.b links mit logarithmischen Skalen gezeigt.

Gemiiss einer Theorie sollte Y ~ By + B1u~ Y2 sein. Das Streudiagramm der Ziel-
grosse gegen x = u~ /2 (rechtes Diagramm) sollte geméss Theorie einen linearen
Zusammenhang zeigen. Er sieht eher quadratisch aus. Dennoch wird auch eine
einfache lineare Regression angepasst. Man kann fragen (s. 4.8.a), ob die Abwei-
chungen auch zufillig sein kénnten.

Nun kennt man die Standardabweichung o; sozusagen nie. Es geniigt aber, die rela-
tiven Genauigkeiten oder Streuungen zu kennen, also var(E;) = o2 v; anzunehmen,
wobei man v; kennt und nur ¢ aus den Daten bestimmen muss. Man minimiert dann
> R?v;.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde erwdhnt, dass sich in einem Streudiagramm der
Residuen gegen eine Ausgangsgrosse U) zeigen kann, dass die Streuung von U) ab-

hingt. Dann kann man versuchen, eine Funktion v anzugeben, die diese Abhéngigkeit

2 (4)

beschreibt, fiir die also var(£;) ~ o v(u;”’) angenommen werden kann. Nun wendet

man gewichtete Regression an mit den Gewichten w; =1/ fu<ul(-j )>.

* Schwieriger wird die Uberlegung, wenn die Streuung der Residuen vom angepassten Wert 7;
abhéngt. Man geht dann oft so vor, dass man zuerst das Modell ohne Gewichte anpasst und
die so berechneten angepassten Werte als Grundlage fiir eine verfeinerte, gewichtete Regressi-
onsrechnung beniitzt. Ein solches Vorgehen birgt aber Tiicken — vor allem, wenn man auf die
Idee vertillt, es zu wiederholen: Die geschitzte Regressionsfunktion kann sich dann zu sehr an
(zufiilligerweise) klein ausgefallene Y -Werte anpassen.
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Abbildung 4.7.b: Daten des Beispiels der starken Wechselwirkung mit logarithmischen
Achsen (links) und mit transformierter Energie (rechts). Im zweiten Fall sind die ge-
schiitzten Regressionsfunktionen mit linearem Modell (entsprechend der physikalischen
Theorie) und quadratischem Modell eingezeichnet.

Es ist nicht schwierig, die Koeffizienten, die die gewichtete Quadratsumme minimie-
ren, anzugeben und ihre Verteilung auszurechnen, siche 4.e. Es sei W die Diagonal-
matrix mit den Diagonal-Elementen w;. Dann wird

~ ~T o~ _~T
f=(X WX)'X WYy.
Die Schitzung ist immer noch erwartungstreu und die Varianzen der Bj sind gleich

—~T —~

den Diagonalelementen von o?(X W X )7L

Schliesslich ist die Varianz eines Residuums R; wichtig fiir die Bestimmung von stan-
dardisierten Residuen. Diese werden

Ei = Ri/<3\/1/wi_(HW)ii> mit
Hy = X(XTwx)'xT.
Welche Residuen soll man in grafischen Darstellungen verwenden? Nun ist der Un-

terschied zwischen standardisierten und unstandardisierten Residuen nicht mehr zu
vernachléssigen. Generell gilt:

° Fiir die Beurteilung der Verteilung (im Normalverteilungs-Diagramm) und der
Streuung der Fehler (im Streuungs-Diagramm) verwendet man standardisierte
Residuen.

. Wenn es um die Eignung der Regressionsfunktion geht (Tukey-Anscombe Dia-

gramm und Streudiagramme der Residuen gegen die erklérenden Variablen),
kommen unstandardisierte Residuen zum Zug.

In beiden Féllen ist es sinnvoll, die Gewichte w; durch die Grosse der gezeichneten
Symbole darzustellen.
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f  Zur Uberpriifung der Wahl der Gewichte sollen die Residuen analog zum Streuungs-
Diagramm gegen die Gewichte selbst aufgetragen werden.

> Fiir das Beispiel der starken Wechselwirkung mit quadratischem Modell zeigt Ab-
bildung 4.7.f keine Hinweise, dass die Streuung der standardisierten Residuen von
den Gewichten abhidngen wiirden. Die Gewichtung scheint damit in Ordnung zu
sein. Die eingezeichnete Glittung (die, wie im scale-location plot (4.2.0) fiir wur-
zeltransformierte Absolutwerte gerechnet und zum Zeichnen zuriicktransformiert
wurde) ist kaum ernst zu nehmen, da die Zahl der Beobachtungen zu klein ist.
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Abbildung 4.7.f: Absolute Residuen aus dem quadratischen Modell gegen Gewichte im
Beispiel der starken Wechselwirkung

4.8 * Gesamthafte Uberpriifung

Residuenanalysen konnen zu immer neuen Ideen fiihren, wie das Modell noch zu verbessern
wire. Idealerweise mochte man eine Methode haben, die sagt, wann es genug ist.

Eine Idee zu einer solchen Methode beruht darauf, dass das Modell gentigt, wenn die Residuen
sich im Bereich der ,natiirlichen Streuung* der Fehler bewegen. In gewissen Situationen kennt
man eine solche Streuung, beispielsweise eine Mess-Ungenauigkeit. In anderen Féllen gibt es
Methoden, eine ,natiirlichen Streuung“ der Fehler zu schitzen. Die Grundidee aller Tests fiir
die Anpassung oder den lack of fit besteht darin, die mit der Regressionsmethodik geschétzte
Varianz 2 der Fehler mit einer anderen Schétzung o2 zu vergleichen, die unabhingig davon
gewonnen wird. Falls das Modell stimmt, sollte 52 ~ &2 sein. Andernfalls ist &2 grosser, weil
die Residuen R; zusétzlich zur zufilligen Streuung noch einen systematischen Fehler enthalten.

Die Testgrosse ist jeweils das Verhéltnis T' = 52/52. Ist diese Grosse signifikant grosser als 1,
dann muss das Modell als unvollstandig gelten.
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Gegen solche Tests miissen allerdings die gleichen Bedenken wie gegen alle Anpassungstests
angefiigt werden: Die Anwendung von Tests ist fiir diese Problemstellung eigentlich nicht ange-
bracht, denn man mdchte gerne die Nullhypothese beweisen. Das ist bekanntlich nicht
moglich; wir kénnen eine Nullhypothese nur verwerfen oder beibehalten. Es kann gut sein, dass
die Voraussetzung, die iiberpriift werden soll, verletzt ist, und dass trotzdem kein signifikantes
Testergebnis entsteht (Fehler 2. Art).

Der einfachste Fall liegt vor, wenn eine Varianz fiir die Fehler aus einer anderen Quelle bekannt
ist. Das ist der Fall, wenn Angaben zur Messgenauigkeit der Zielgrosse vorliegen. Allerdings
sind diese oft vorsichtig, also die Ungenauigkeiten grosser angegeben, als sie in Wirklichkeit
sind.

Sind die Ungenauigkeiten der Messfehler durch o7 = var(E;) gegeben, dann lautet die Test-
grosse T = Y. R?/0?; sie ist chiquadrat-verteilt, ~ x%fp, falls die Varianzen stimmen und

man sie bei der Schitzung mit gewichteter Regression beriicksichtigt hat.

d* > Im Beispiel der starken Wechselwirkung (4.7.b) waren die Standardabweichungen der E;

aus physikalischer Theorie bekannt. Fiir das lineare Modell erhélt man als Residuen 30.3,
8.6, 13.1, 0.1, -4.6, -7.2 -13.3, -4.9, -1.3, 11.9; der Testwert T = 19.3 fiihrt zum P-Wert
p = 0.013. Das lineare Modell geniigt also nicht — was dem visuellen Eindruck von Abbil-
dung 4.7.b entspricht. Fiir die quadratische Regressionsfunktion erhidlt man dagegen die
Residuen -9.67, -4.10, 11.16 , 3.16, 0.97, -0.06, -5.87, 0.66, -3.00, 3.21 und daraus T = 4.04
und p = 0.78.

In diesem Beispiel — und allgemein in der einfachen linearen Regression — ist allerdings
dieser Anpassungstest nicht besonders geeignet. Die naheliegenden Alternativen bestehen
in einer ,einfachen® Kriimmung, und gegen solche Alternativen ist es normalerweise effizi-
enter, die Signifikanz eines quadratischen Terms zu priifen. Im Beispiel wird der entspre-
chende P-Wert mit 0.0013 eine Griossenordnung kleiner als der P-Wert des lack-of-fit-Tests.

Wenn fiir die gleichen X -Werte [acgl), 551('2)7 ... ,ZCl(-m)] mehrere Beobachtungen Y;;,Yo, ...
gemacht werden, ergibt sich die Moglichkeit einer unabhéngigen Schiitzung von o. (Norma-
lerweise wiirden wir die Y -Werte durchnummerieren und hétten mehrere gleiche X -Werte-
Kombinationen. Der uniibliche zweite Index von Yj;, vereinfacht die folgende Uberlegung.)
Man kann dann die Varianz o2 der Fehler statt wie iiblich auch nur aus der Streuung inner-
halb dieser Gruppen schétzen, ndmlich durch

52— LSS ¥ = —ssqUen |

n — n —
gi:l h=1 9

wobei Y; das Mittel iiber die n; Beobachtungen zu den X -Werten [:Egl), xEQ), o ,ZCl(-m)] und

g die Anzahl solcher Beobachtungs-Gruppen ist, wihrend SSQ(TeP) die ,,Quadratsumme der
Replikate“ bezeichnet.

Die Testgrosse
(55Q —55Q""”) /(g — p)
$SQU”/(n - g)

hat unter der Nullhypothese eine F-Verteilung mit g — p und n — g Freiheitsgraden. (Falls
g < p ist, sind die Paramter nicht schitzbar; fiir g = p ist T ebenfalls nicht definiert.)

Als Begriindung denke man sich das betrachtete Modell erweitert durch je eine Indikatorvaria-
ble fiir jede der g Gruppen. Der Test ist ein F-Test zum Vergleich des betrachteten mit dem
so erweiterten Regressionsmodell.

» Yin,
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Wenn keine Gruppen von Beobachtungen mit gleichen X-Werten vorhanden sind, kénnen

Paare von ,benachbarten* X -Kombinationen [:Cgl), z? :C(-m)] und [:vgll), xf), e ,Tglm)]

i e dy

gesucht werden. Die quadrierten Differenzen (R; — Rj;)? der entsprechenden Residuen sollte

im Mittel etwa 252 betragen. Man kann dies grafisch {iberpriifen, indem man (R; — Rj)?
gegeniiber einem geeigneten Distanzmass d<x§1), a:z(?), . ,:cgm); argl), xf), . 7x§1m)> in einem

Streudiagramm auftriigt. Der Vorschlag stammt von Daniel and Wood (1980, Abschnitt 7.10),
die
1) (2 m), (1) (2 m AU 2 /A
d<:v§ ), xE )7'-'7%(' ); xgl), :vg),...,:vg )> = Z (ﬁj(:vl(-” —mgj))) /02
J

beniitzen.

4.9 Unabhéangigkeit

Die letzte Voraussetzung, die zu {iberpriifen bleibt, ist die Unabhiingigkeit der zu-
falligen Fehler. Wenn die Beobachtungen eine natiirliche, insbesondere eine zeitliche
Reihenfolge einhalten, soll man die Residuen R; in dieser Reihenfolge auftragen.

> Im Beispiel der Sprengungen (Abbildung 4.9.a) sieht man allenfalls am Schluss
einen Abfall; dies diirfte jedoch im Bereich eines Zufalls-Phdnomens liegen.
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Abbildung 4.9.a: Residuen gegen Reihenfolge im Beispiel der Sprengungen. Die ver-
schiedenen Stellen sind mit verschiedenen Symbolen dargestellt.
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Die Programme liefern héaufig Tests, die die Unabhéngigkeit iiberpriifen. Am bekanntesten ist
der Durbin-Watson-Test. Wenn die Zufallsfehler positiv korreliert sind, dann unterscheiden
sich aufeinanderfolgende Residuen weniger, als wenn sie unabhéngig sind. Deshalb sollte die

Teststatistik " "
T= Zi:Q(Ri B Ri_l)Q /Zizl R?

in diesem Fall klein ausfallen. Leider ist die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese
der Unabhingigkeit der E; von der Design-Matrix X abhingig (da ja die R; trotzdem kor-
reliert sind, sieche 4.d). Durbin und Watson ist es immerhin gelungen, ein Intervall anzugeben,
in dem die wahre kritische Grenze fiir den Test liegen muss. Deshalb ist die Schlussweise im
Durbin-Watson-Test uniiblich: Man erhélt aus Tabellen (die der Computer hoffentlich kennt)
zwei Grenzen ¢’ und ¢’ mit ¢/ < ¢’ und schliesst

- auf Verwerfung der Unabhiingigkeit, falls T < ¢/,

- auf Beibehaltung der Unabhingigkeit, falls T > ¢”,

- gar nichts (unentscheidbar), falls T' dazwischen liegt.

(Vielleicht entschliesst sich jemand gelegentlich, dieses Problem mit den heutigen Rechenmog-

lichkeiten befriedigender zu losen!)

Oft ist jede Beobachtung mit einem Ort verbunden, und es ist plausibel, dass die Be-
obachtungen an benachbarten Orten dhnlicher sind als fiir weit entfernte Orte. Solche
rdumliche Korrelationen zeigen sich im Beispiel der basischen B&den. Die Baume
wurden in einem regelméssigen Gitter gepflanzt. Fiir die Gitterpunkte sind in Abbil-
dung 4.9.c die Residuen auf gleiche Weise dargestellt wie in Abbildung 4.6.1.
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Abbildung 4.9.c: Residuen und rdumliche Anordnung der Beobachtungen im Beispiel
der basischen Boden

Benachtbarte Punkte scheinen in der Tat d&hnliche Residuen aufzuweisen. In der rechten
unteren Ecke sind alle Residuen negativ. Es ist eine Abhéingigkeit zwischen den Fehlern
vorhanden, die sich geografisch zeigt.

Wenn Korrelationen — zeitliche, rdumliche oder andere — vorliegen, dann sind die
P-Werte der iiblichen Tests héufig grob falsch. Methoden, die Korrelationen beriick-
sichtigen, laufen unter der Bezeichnung Verallgemeinerte Kleinste Quadrate.
Wir kommen im Block Regression von Zeitreihen auf das Problem zuriick.



86 4 RESIDUEN-ANALYSE

4.10 Einflussreiche Beobachtungen

Ausreisser wurden schon in 4.5.a diskutiert. Manchmal verschwinden sie durch Ver-
besserungen des Modells. Soweit sie stehen bleiben, stellt sich die Frage, wie stark sie
die Analyse beeinflussen. Weshalb ist das wichtig? Wenn es sich um fehlerhafte Be-
obachtungen handelt, wird die Analyse verfilscht. Wenn es korrekte Beobachtungen
sind und sie die Ergebnisse stark pragen, ist es niitzlich, dies zu wissen. Man wird
dann als Interpretation die Moglichkeit bedenken, dass die Ausreisser aus irgendeinem
Grund nicht zur gleichen Grundgesamtheit gehoren, und dass das an die iibrigen Be-
obachtungen angepasste Modell die ,,typischen“ Zusammenhénge in sinnvoller Weise
wiedergibt.

Der Effekt eines Ausreissers auf die Resultate kann untersucht werden, indem die
Analyse ohne die fragliche Beobachtung wiederholt wird. Auf dieser Idee beruhen die
,(influence) diagnostics®, die von etlichen Programmen als grosse Tabellen geliefert
werden: Die Verdnderung aller moglichen Resultatgrossen (Schitzwerte, Teststatisti-
ken) beim Weglassen der iten Beobachtung werden fiir alle ¢ angegeben. (Dazu muss
nicht etwa die Analyse n mal wiederholt werden; es sind starke rechnerische Verein-
fachungen moglich, so dass der zusitzliche Rechenaufwand unbedeutend wird.) Es ist
niitzlich, diese diagnostics zu studieren. Leider zeigen sie aber oft nicht, was passie-
ren wiirde, wenn man zwei oder mehrere Ausreisser gleichzeitig wegldsst — die Effekte
miissen sich nicht einfach addieren.

Ein wesentlicher Teil dieser Tabellen kann gliicklicherweise mit einer einzigen grafischen
Darstellung erfasst werden, die wir Hebelarm-Diagramm (leverage plot) nennen
wollen. Etliche influence diagnostics sind namlich Funktionen des iten Residuum R;,
der leverage H;; (4.3.h) und der geschétzten Standardabweichung .
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Abbildung 4.10.c: Hebelarm-Diagramm fiir das Beispiel der Sprengungen
Die (Betriige der) Einfluss-Indikatoren sind jeweils grosser fiir grossere |R;| und gros-

sere H;;. Fiir die grafische Darstellung verwendet man aber besser die standardisierten
Residuen R;, die ja selbst aus R;, H;; und ¢ berechnet werden (4.3.i). In einem Streu-
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diagramm der R; gegen die Hy; sind die ,, gefihrlichen* Beobachtungen rechts, oben
und unten, zu finden (Abbildung 4.10.c). Es gibt allerdings keine eindeutigen Grenzen,
die festlegen, wo die ,,Gefahrlichkeit” beginnt.

Im Beispiel ist die grosste leverage bedenklich gross und die beiden extremeren Resi-
duen der Beobachtungen mit H;; > 0.2 sind ebenfalls beachtenswert. Es konnte sich
lohnen, die Analyse versuchsweise ohne diese Beobachtungen zu wiederholen.

Neben den standardisierten Residuen gibt es auch so genannte studentisierte Re-
siduen. Das ite studentisierte Residuum misst die Differenz zwischen Y; und dem
angepassten Wert, der sich ergibe, wenn man die ite Beobachtung zum Anpassen
des Modells nicht verwenden wiirde. Diese Differenz wird noch geeignet standardisiert.
Man wiirde erwarten, dass man zur Berechnung dieser Grossen fiir jede Beobachtung
das Modell neu anpassen miisse. Es zeigt sich aber, dass sie sich als relativ einfache
Funktion aus R;, H;; und & ergeben.

Die Distanz von Cook fasst die Verdnderungen aller angepassten Werte 7; beim
Weglassen der iten Beobachtung zu einer Zahl zusammen (némlich zu ihrer Quadrat-
summe (Y (—j) — 7t (J(—1) — ), dividiert durch pg?). Sie lsst sich schreiben als

c R} Hy; R
©) _ reTehy i (1/p) R? Hy;/(1 — Hy) ,

ist also ebenfalls eine Funktion der drei erwidhnten Grossen.
Im Programmsystem R werden die dgc) in der Reihenfolge der Beobachtungen im

Datensatz routinemaéssig grafisch dargestellt.

Der Einfluss einzelner Beobachtungen auf einen einzelnen Regressionskoeffizien-
ten [3; zeigt sich in einem speziellen Streudiagramm, das added variable plot oder
partial regression leverage plot genannt wird. (Das erste kénnte man als ,Dia-
gramm fiir zusétzliche Variable“ iibersetzen.) Es zeigt die Residuen einer Regressions-
Analyse ohne die entsprechende erklirende Variable X () aufgetragen gegen ,korri-
gierte“ Werte von X U) . Diese Werte erhilt man als Residuen in einer Regression von
XU (als ,Zielvariable“) auf die iibrigen erklirenden Variablen — mit der Bildung sol-
cher Residuen schaltet man die ,,indirekten Einfliisse“von X ) auf YV aus.

Wenn man in diesem Streudiagramm eine Gerade (mit Kleinsten Quadraten) anpasst,
so hat sie genau die Steigung [3;, die auch bei der Schétzung aller Koeffizienten im
gesamten Modell herauskommt. Das Diagramm zeigt, wie diese ,,Steigung” zustande-
kommt, also insbesondere, welche Beobachtungen einen starken Einfluss auf sie aus-
iiben.

In Abbildung 4.10.f f4llt ein Punkt im linken Teil auf, der einen starken Einfluss auf den
geschitzten Koeffizienten der Distanz hat. Es handelt sich um unseren altbekannten
Ausreisser.
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Res.(log10(ersch)~log10(ladung)+Stelle)

T T T T
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Res.(log10(dist)~log10(ladung)+Stelle)

Abbildung 4.10.f: Added variable plot fiir die logarithmierte Distanz im Beispiel der
Sprengungen

4.A Theoretische Verteilung der Residuen

Die angepassten Werte kann man mit Hilfe der in 3.4.g hergeleiteten Matrix-Formel
einfach schreiben,

y=Xpg = XX X)X Y
= HY .

Die Matrix H heisst Projektionsmatrix (von Y auf den Raum, der durch die er-
kldrenden Variablen X () aufgespannt wird) oder Hut-Matrix (hat matrix) — ,sie
setzt dem Y den Hut auf!“

Die Diagonal-Elemente H;; von H haben eine besondere Bedeutung: Wenn man
einen Wert Y; um Ay; verdndert, dann misst, wie die Gleichung zeigt, H;;Ay; die
Verdnderung des zugehorigen angepassten Wertes 7; .

Nun zur Verteilung der Residuen. !!! Hier werden noch Voraussetzungen an die
Kenntnisse gemacht, die nicht erfiillt sind.

Zunéchst ist einfach festzustellen, dass jedes Residuum den Erwartungswert 0 hat,

~

E(R)=EWY) - X E(B) = Xp-XB=0.

Fiir die Berechnung der Varianz schreiben wir zuerst

R=Y-§=IY-HY=(I-H)Y
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und erhalten daraus

var(R) = (I — H)varY)(I — H)T = o*(I - H)(I - H)”T
o’(I-H—-H" + HHT) .

) ~ T _1<T T
Esist H =X (X X)X unddeshalb H' = H und
HH' - XX X)'X X(X X)'X"

T =<7
- X(X X)7'X =H.
Also gilt
var(R) = o? (I — H) .

Die Varianzen der einzelnen Residuen stehen in der Diagonalen dieser Matrix, var(R;) =
(1 - H“) O'2 .

Die Gleichung R = (I — H)Y zeigt, dass die R; und damit auch die ,halb-standar-
disierten® Residuen R;/v/1 — H;; Linearkombinationen der normalverteilten Y; sind.
Sie sind deshalb selbst normalverteilt; es gilt R;/v/T — Hy ~ N(0,02).

Gemiiss der Formel var(R) = 0%(I — H) sind die Residuen korreliert,
cov(R;, Ry) = —0*Hy, .

Gewichtete Regression. Es sei W die Diagonalmatrix mit den Diagonal-Elementen
w; . Dann ist

Q") =Y wR} =R"WR

zu minimieren. Es ergeben sich die Normalgleichungen

T ~T ~ 5 ~T_ _ ~~ =T
X WR=0 oder X WX¥-X3=0 = X WXjJ=X WY
—~T —
und daraus, mit Cyy = X W X,
—~ =T
f=Cy X WY.
Die Erwartungstreue ist einfach nachzurechnen. Da var(Y;) = o2/w; und deshalb

var(Y) = o2 W1 gilt, wird

~ o~ T —T
var(d) = C7'X W-o*W L. W(C;X )T =0 Cl X WX (ChT

- 22X WX),
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Die Residuen sind jetzt gleich
~ ~T
R=I-XCyX W)Y=(I-HyW)Y,

. 5 15T . .
wenn wir Hy = X CWIX setzen. IThre Kovarianzmatrix wird

var(R) = (I—HyW)-o*W™ 1. (I - HyW)T
= W I l-HyWW ! - W 'WHy + HyWW 'WHy)
= 2(Wl-Hy).

Die standardisierten Residuen sind also

R = R,-/(&\/l/w,- - (HW)Z-Z-) .

4.S S-Funktionen

Die Funktion plot zeigt, wenn man sie auf das Resultat einer Regressions-Anpassung
anwendet, Diagramme, die der Residuen-Analyse dienen. Grundlegend ist dabei der
Tukey-Anscombe plot (Residuen gegen angepasste Werte), und zudem wird normaler-
weise ein QQ-plot (Normalverteilungs-Diagramm) der Residuen und der scale-location
plot (Absolutbetrige der Residuen gegen angepasste Werte) zur Uberpriifung der Ho-
mogenitit der Varianzen dargestellt.

Wenn die Regression mit 1m angepasst wurde, werden zudem die Werte der Cook-
Distanz in der Reihenfolge der Beobachtungen gezeichnet.

Fiir ein Objekt, das mit regr erzeugt wurde, wird von der entsprechenden plot-
Methode stattdessen der leverage plot (Residuen gegen Hebelwerte Hj;) gezeigt. Ein-
flussreiche Beobachtungen befinden sich rechts oben und unten. Zudem werden die Re-
siduen gegen die Reihenfolge der Beobachtungen aufgetragen. Schliesslich wird die un-
ten beschriebene Funktion plresx fiir alle Variablen, die in der Modellformel vorkom-
men, aufgerufen. Als Alternative (oder zusétzlich) zum Tukey-Anscombe-Diagramm
kann die Zielgrosse statt der Residuen gegen die angepassten Werte aufgetragen wer-
den.

Das Ziel der plot-Methode fiir die Ergebnisse von regr ist es, flir den ,Normalfall*
eine moglichst vollstindige Residuen-Analyse zu présentieren. Erfahrungsgeméss be-
schrinkt sich die Residuen-Analyse der meisten Beniitzer ndmlich darauf, anzusehen,
was die Funktion plot automatisch liefert.
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Die Argumente smooth und smooth.sim von plot fiir regr-Objekte. In allen ge-
eigneten Grafiken wird eine glatte Kurve eingezeichnet, ausser wenn smooth=FALSE
gesetzt wird. Wenn smooth nicht selbst eine Funktion ist, wird lowess verwendet.

Es werden smooth.sim=19 Datensétze der Zielgrosse entsprechend dem angepassten
Modell erzeugt und angepasst und die Ergebnisse der Glattungsmethode jeweils mit
eingezeichnet (in schwiicherer Farbe), damit die ,,Zufilligkeit“ der Gliattung beurteilt
werden kann.

Wie man damit sehen kann, passt sich eine Glattung an den Réndern meist zu stark
den Beobachtungen an.

Die Gléttung im scale-location plot beruht auf den Wurzeln der Absolutbetrige der Re-
siduen, auch wenn die Absolutbetréige (und die zuriicktransformierte Gliattung) gezeigt
werden (im Gegensatz zur Methode fiir 1m).

Funktion termplot. (nur R 7 sonst plot.gam 7) Residuen, genauer partial residuals,
werden gegen die Ausgangsgrossen aufgetragen.

Funktion plresx. (Zusatzfunktion zu regr.) Diese Funktion leistet Ahnliches wie
termplot: Die Residuen werden gegen die erkldrenden Variablen aufgetragen. Im Nor-
malfall werden die Residuen (ohne ,,component effect”) verwendet; dafiir wird die Re-
ferenzlinie, die konstanten Y -Werten entspricht (und gleich den negativen component
effects ist), eingezeichnet.

Die Argumente smooth und smooth.sim funktionieren wie oben.

Die Funktionen rufen fiir jede grafische Darstellung die Funktion g.stamp auf, die zur
Dokumentation des grafischen Outputs dient.
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