3 Multiple lineare Regression

3.1 Modell und Statistik

a Die Abh#ngigkeit einer Zielgrosse von einer Ausgangsgrosse kann in einem einfachen
Streudiagramm dargestellt werden. Oft wird dadurch das Wesentliche des Zusammen-
hangs sofort sichtbar. Die ganze Methodik der einfachen Regression wird dann nur
noch zur Erfassung der Genauigkeit von Schétzungen und Vorhersagen gebraucht — in
Grenzfillen auch zur Beurteilung, ob der Einfluss von X auf Y ,signifikant® sei.

Wenn der Zusammenhang zwischen einer Zielgrésse und mehreren Ausgangsgros-
sen XM X@ . X erfasst werden soll, reichen grafische Mittel nicht mehr aus.
Das Modell der Regression lésst sich aber ohne Weiteres verallgemeinern zu

Y, = h<wl(-1),x§2),...,:c§m)> + FE;.

Uber die zufiilligen Fehler E; macht man die gleichen Annahmen wie frither. Fiir h ist
die einfachste Form wieder die lineare,

h<w§1),x§2), . ,:cgm)> = B + 51362(-1) + ﬂg(ﬂgz) +...+ ﬂmxgm) )

Sie fithrt zum Modell der multiplen linearen Regression. Die Parameter sind die so
genannten Koeffizienten (g, 31, ..., 3 der Ausgangs-Variablen und die Varianz o?
der zufilligen Abweichungen F;. Die Koeffizienten 1, 02, ..., Om sind die ,,Steigungen
in Richtung der xz-Achsen“. Den ,,Achsenabschnitt® (fiir die Y -Achse) bezeichnen wir
mit [y statt mit « wie in der einfachen Regression; das wird spéter die Notation
vereinfachen.

b © Im Beispiel der Sprengungen wurde nicht nur in unterschiedlicher Distanz
vom Messort gesprengt, sondern es wurden auch verschiedene Ladungen verwen-
det (siehe Abbildung 1.1.b). Das multiple lineare Regressionsmodell mit m = 2
Ausgangs-Variablen lautet

Y, = Bo + 61w§1) + 5236?) + E; .

Wieder ist eine lineare Beziehung nicht fiir die urspriinglichen Variablen, sondern
— wenn schon — fiir die logarithmierten Werte plausibel. Wir verwenden also Y =
log,o( Erschiitterung) , XM = log,( Distanz) und X®? = log,,(Ladung) . Eine
Formulierung des Modells, die der Programmeingabe néher steht, lautet

log10(ersch); = By + 11og10(dist), + [$21og10(ladung), + E; .
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Die iibliche Schétzung der Koeffizienten 3; erfolgt wie in der einfachen Regression
iiber die Methode der Kleinsten Quadrate. Thre Verteilung ist mit Hilfe von
Linearer Algebra nicht schwierig zu bestimmen(Anhénge 3.4 und 3.5), und darauf
werden wieder Tests und Vertrauensintervalle aufgebaut. Auch die Streuung o? wird
auf die gleiche Weise wie vorher behandelt (siche 2.2.n). Hier wollen wir sofort die
Interpretation der Ergebnisse diskutieren.

> Eine Computer-Ausgabe fiir das Beispiel der Sprengungen zeigt Tabelle
3.1.d. (Es wurden zunéchst von den sechs Messorten nur die ersten vier beriick-
sichtigt, die gut zueinander passen.) Die Tabelle enthélt die Schétzungen der Ko-
effizienten in der Kolonne ,Value“, die geschétzte Standardabweichung des Fehlers
und die notigen Angaben fiir Tests, auf die wir gleich zuriickkommen.

Cocfficients: Value Std. Error t value Pr(> [t])
(Intercept) 2.8323 0.2229 12.71 0.000  *
log10(dist) -1.5107 0.1111  -13.59 0.000 *F**
logl0(ladung)  0.8083 0.3042 2.66 0.011 *

St.dev. of Error = 0.1529 on 45 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8048

F-statistic: 92.79 on 2 and 45 degrees of freedom
p-value 1.11e-16

Tabelle 3.1.d: Computer-Output fiir das Beispiel der Sprengungen

e Bevor wir P-Werte interpretieren kénnen, sollten wir iiberlegen, welche Fragen zu

f*

stellen sind. In den Beispielen kénnten wir fragen (wenn es nicht so eindeutig wire), ob
die Distanz und die Ladung die Erschiitterung, respektive die Basizitdt das Wachstum,
iiberhaupt beeinflussen. Allgemeiner: Beeinflusst die Gesamtheit der Ausgangs-
grossen die Zielgrosse? Die Nullhypothese lautet: ,,Alle 3; sind = 0.“ Den entspre-
chenden Test findet man in den beiden letzten Zeilen der Tabelle 3.1.d. Es wird eine
Testgrosse gebildet, die eine F-Verteilung hat; man spricht vom F-Test.

Bei einer einzigen Ausgangsgrosse ist die Frage, ob sie einen Einfluss auf die Zielgrosse
hat, mit dem Test der Nullhypothese 8 = 0 zu priifen. Der ,,F-Test“, der in Tabelle 2.3.e
auch aufgefiihrt wird, gibt in diesem Fall immer die gleiche Antwort — ist dquivalent —
zum t-Test, der dort besprochen wurde.

Die Testgrosse ist T = (SSQ(R)/m)/(SSQ(E)/(n — p)) Dabei ist die ,Quadratsumme der
Regression* SSQ(R) = SSQ(Y) — SSQ(E) die Differenz zwischen der ,,Quadratsumme der Ziel-
grésse* oder ,totalen Quadratsumme*SSQY) = > (Y: —Y)? und der ,Quadratsumme der
Fehler“ SSQ¥) = S°"  R?. Ferner ist p = m + 1 die Zahl der Koeffizienten. Falls kein Ach-
senabschnitt By im Modell erscheint, ist p = m und SSQ(Y) = Z?ZlYf. Die Freiheitsgrade
der F-Verteilung sind m und n — p.

g > Etliche Programme liefern auch eine so genannte Varianzanalyse-Tabelle. Tabelle

3.1.g zeigt entsprechend ausfiihrlichere Angaben fiir das Beispiel der basischen
Béden (1.1.g). In dieser Tabelle wird der genannte F-Test in der Zeile , Regressi-
on“ ausgewiesen; der P-Wert in dieser Zeile gibt Auskunft iiber die Signifikanz.
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Cocfficients: Value Std. Error t value  Pr(> |t|)
(Intercept) 19.7645 2.6339 7.5039 0.0000
pH -1.7530 0.3484 -5.0309 0.0000
ISAR -1.2905 0.2429 -5.3128 0.0000

Residual standard error: ¢ = 0.9108 on n — p = 120 degrees of freedom

Multiple R-Squared: R? = 0.5787

Analysis of variance

Df Sum of Sq  Mean Sq F Value  Pr(F)
Regression m= 2 SSQW = 136.772 68.386 T = 82.43  0.0000
Residuals  n—p=120 SSQ®) = 99.554 52 = 0.830 P-Wert
Total 122 SSQ™) = 236.326

Tabelle 3.1.g: Computer-Output fiir das Beispiel der basischen Boden mit
Varianzanalyse-Tabelle und der im folgenden verwendeten Notation

Die Grosse ,,Multiple R-Squared* ist das Quadrat der so genannten multiplen Kor-
relation, der Korrelation zwischen den Beobachtungen Y; und den angepassten
Werten (fitted values)

7 = Bo + /ﬂ\lx,gl) + ﬁgx?) o me§m) ;

Man kann zeigen, dass die nach Kleinsten Quadraten geschétzten Koeffizienten nicht
nur die Quadratsumme der Residuen minimieren, sondern auch die Korrelation zwi-
schen den angepassten Werten und den Beobachtungen der Zielgrésse maximieren;
der maximale Wert ist die multiple Korrelation. Das Streudiagramm in Abbildung
3.1.h soll diese Korrelation veranschaulichen.

Die quadrierte multiple Korrelation wird auch Bestimmtheitsmass genannt, da
sie den ,,durch die Regression bestimmten* Anteil der Streuung der Y -Werte misst,

R? = 83QM /ssQ™) =1 —8sQF) /ssQ™) .

Die Frage nach dem Einfluss der einzelnen Variablen X () muss man genau
stellen. Der t-Wert und der P-Wert in derjenigen Zeile der Tabelle 3.1.d (oder des
ersten Teils von 3.1.g), die X (@) entspricht, priift, ob diese Variable aus dem Mo-
dell weggelassen werden kann, also ob die Nullhypothese 3; = 0 mit den Daten
vertréglich ist.

Die letzte Spalte der Tabelle enthiilt die tibliche symbolische Darstellung der Signi-
fikanz: Drei Sternchen *** fiir hoch signifikante Testergebnisse (P-Wert unter 0.1%),
zwei Sternchen fiir P-Werte zwischen 0.1% und 1%, ein Sternchen fiir gerade noch
signifikante Ergebnisse (1% bis 5 %), einen Punkt fiir nicht ganz signifikante Félle (P-
Wert unter 10%) und gar nichts fiir Zeilen mit P-Wert iiber 10%. Das erleichtert in
grossen Tabellen das Auffinden von signifikanten Resultaten.

Im Beispiel der basischen Béden zeigt sich unter anderem, dass die zweite Art der
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Abbildung 3.1.h: Streudiagramm der beobachteten und der angepassten Werte im Bei-
spiel der Sprengungen

Erfassung der Basizitiit, also X (?) | einen Teil der Variabilitit von Y erfasst, der durch
den pH-Wert X nicht ,erklért* wird.

Die Frage, wie stark X () fiir sich allein, ohne Konkurrenz von X ") mit ¥ zusammen-
héngt, ldsst sich mit einer einfachen Regression beantworten und wird im Computer-
Output der multiplen Regressionsrechnung nicht gepriift.

j Mit den Angaben der Tabelle ldsst sich auch ein Vertrauensintervall fiir einen Ko-
effizienten (3; angeben. Es hat wie iiblich die Form ; & ¢ se(i)  wobei 3 ; und se(85)
in Tabelle 3.1.d unter ,Value* und ,,Std. Error“ zu finden sind, wihrend der kritische
Wert g = qé’fg% in einer Tabelle der t-Verteilung zu finden ist.

Einige Programme geben die Vertrauensintervalle direkt an.

k > Im Beispiel der Sprengungen erhélt man fiir den Koeffizienten von 1og10(dist)
das Vertrauensintervall —1.5107£2.014-0.1111 = —1.5107+0.2237 = [1.2869, 1.7345].
Nun ist der Wert -2, den wir bisher als von der Theorie vorgegeben dargestellt
haben, nicht mehr im Vertrauensintervall enthalten. Der Wert -2 entspricht der
ungehinderten Ausbreitung der Energie in drei Dimensionen — die Energie ist dann
umgekehrt proportional zur Kugeloberfliche und damit zum quadriereten Radius.
Wenn die Energie an gewissen Schichten reflektiert wird, dann ist eine weniger
starke Abnahme mit der Distanz plausibel.

1 In diesem Skript wird eine neue Grosse eingefiihrt, die einerseits die Spalte ,,t value“
ersetzt und andererseits die Berechnung der Vertrauensintervalle erleichtert. Die t-
Werte werden eigentlich nicht mehr gebraucht, um den Test auf 3; = 0 durchzufiihren,
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da ja die p-Werte angegeben werden. Immerhin geben sie eine andere Art der ,,Stérke
der Signifikanz“ an: Wenn sie wesentlich grosser als etwa 2 sind, dann ist der Effekt
entsprechend stark gesichert, denn das 95 %-Quantil einer t-Verteilung mit nicht allzu
wenigen Freiheitsgraden ist ungefihr 2. Vor allem fiir klar signifikante Effekte kann
das eine quantitative Beurteilung erleichtern, da der p-Wert dann einfach ,sehr klein®
wird.

Machen wir das exakt und fithren den ,,t-Quotienten* (t-ratio) ein,

- B, .
T; = ’ =T qgg%s :

" 5,

Die Stérke der Signifikanz wird jetzt nicht mehr durch Vergleich mit , ungefahr 2%, son-
dern mit exakt 1 beurteilt; wenn TJ betragsméssig grosser als 1 ist, ist der Koeffizient
signifikant. T] sagt direkt, wie weit innerhalb oder ausserhalb des Vertrauensintervalls
der Wert 0 liegt — im Verhéltnis zur halben Léinge des Intervalls. Ist der Wert 0.8,
so liegt 0 innerhalb des Vertrauensintervalls, und zwar um 20% seiner halben Linge.
Ist fj = 1.2, so liegt 0 um gleich viel ausserhalb des Intervalls. Anders ausgedriickt,
ermoglicht Tj, das Vertrauensintervall zu berechnen: Die halbe Breite des Intervalls

ist Bj / fj und deshalb das Vertrauensintervall selbst
B;- (1£1/Ty) .

Tabelle 3.1.1 zeigt eine Tabelle mit dieser Grosse, bezeichnet als ,signif‘ und wir er-
halten das Vertrauensintervall fiir den Koeffizienten von log10(dist) aus —1.511(1 +
1/6.75) = —1.511 £ 0.224, ohne das Quantil der t-Verteilung nachsehen oder abrufen
zu miissen. Die Tabelle enthélt ausserdem eine Spalt mit den ,Freiheitsgraden“ (df),
die im gegenwirtigen Zusammenhang immer gleich 1 sind, und zwei weiteren Grossen,
die gleich noch erkléart werden.

Coefficients: coef stcoef signif R2.x df p.value
(Intercept) 2.832 0.000 6.31 NA 1 0.000
log10(dist) -1.511 -0.903 -6.75 0.01659 1 0.000
logl0(ladung) 0.808 0.176  1.32 0.01659 1 0.011

St.dev. of Error = 0.1529 on 45 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8048

F-statistic: 92.79 on 2 and 45 degrees of freedom
p-value 1.11e-16

Tabelle 3.1.1: Resultat der S-Funktion regr fiir das Beispiel der Sprengungen

* Man kénnte auch 1/ Tj als neue Grosse einfithren und wiirde damit die Bildung des Kehr-
wertes bei der Berechnung des Vertrauensintervalls vermeiden. Das wére aber als Mass fiir
die Signifikanz ungeeignet, da ein schwacher Effekt zu einer unbegrenzten Zahl fithren wiirde,
wihrend ein sehr stark gesicherter Effekt zu einer sehr kleinen Zahl fiihrt.
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Eine weitere niitzliche Grosse fiir jede X -Variable, die von einigen Programmen angege-
ben wird, ist der standardisierte Regressions-Koeffizient (,stcoef* in der Tabelle)

B =5, .sd<XU>> /sd(Y) .

(sd steht fiir die Standardabweichung.) Es ist der Koeffizient, den man erhélt, wenn
man alle X -Variablen und die Zielgrosse auf Mittelwert 0 und Varianz 1 standardisiert
und das Modell mit den neuen Grossen anpasst. In einer einfachen Regression ist die
so standardisierte Steigung gleich der Korrelation. In der multiplen Regression mes-
sen die standardisierten Koeffizienten ebenfalls die Stérke des Einflusses der einzelnen
Ausgangs-Variablen auf die Zielgrosse, unabhéngig von den Masseinheiten oder Streu-
ungen der Variablen. Andert man X ) um eine Standardabweichung sd<X ( )> , dann

dndert sich der geschétzte Wert der Zielgrésse um Bj Standardabweichungen sd(Y') .

Schliesslich erscheint in der Tabelle unter der Spalte ,,R2.x“ ein Mass fiir die so genannte
Kollinearitét zwischen den X -Variablen. Wenn eine X -Variable stark mit den anderen zusam-
menhéingt, fiihrt das zu Schwierigkeiten bei der Interpretation und zu grossen Ungenauigkeiten
bei der Schitzung der betroffenen Koeflizienten. Genaueres folgt in 5.3.1 und 5.4.

Das hier verwendete Mass fiir diese Schwierigkeit wird bestimmt, indem man die Regression
jeder X-Variablen X () gegen alle anderen X -Variablen durchfithrt und das entsprechende
Bestimmtheitsmass R? notiert. Auch wenn eine X -Variable, als Zielgrosse verwendet, allen
Annahmen des entsprechenden Regressionsmodells widersprechen sollte, gibt das Bestimmt-
heitsmass einen brauchbaren Hinweis auf das Problem der Kollinearitdt. Der Minimalwert 0
sagt, dass XU) mit den anderen Ausgangsgrossen nicht (linear) zusammenhéngt. Das Ma-
ximum 1 tritt auf, wenn X von den anderen X -Variablen vollstiindig linear abhingt. In
diesem Fall tritt sogar ein numerisches Problem auf, da die Koeffizienten nicht mehr eindeutig
schitzbar sind (wie in 3.2.f).

Ein hiufig verwendetes Mass fiir die Kollinearitit ist der ,Variance Inflation Factor“(VIF), der
gleich 1/(1 — Rf) ist. Sein Minimum ist 1; er kann beliebig gross werden.

3.2 Vielfalt der Fragestellungen

Die Ausgangs-Variablen X und X sind in den Beispielen kontinuierliche Mess-
grossen wie die Zielvariable. Das braucht allgemein nicht so zu sein.

Im Modell der multiplen Regression werden keine einschréinkenden An-
nahmen iiber die X -Variablen getroffen. Sie miissen von keinem bestimmten
Datentyp sein und schon gar nicht einer bestimmten Verteilung folgen. Sie sind ja
nicht einmal als Zufallsvariable eingesetzt.

Im Beispiel der basischen Béden sind die Bodenwerte wohl ebenso zufillig wie die Baumhohen.
Fiir die Analyse kénnen wir trotzdem so tun, als ob die Basizitdt vorgegeben wire. Eine formale
Begriindung besteht darin, dass die Verteilungen geméss Modell als bedingte Verteilungen,

gegeben die mz(-j ) -Werte, aufgefasst werden.
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¢ Eine Ausgangs-Variable kann beispielsweise binér, also auf die Werte 0 und 1
beschrankt sein. Ist sie die einzige X -Variable, dann wird das Modell zu Y; = By+E;
fir z; = 0 und Y; = By + 01 + E; fiir ; = 1. Das Regressionsmodell ist dann
dquivalent zum Modell von zwei unabhéngigen Stichproben, von denen ein allfalliger
Unterschied der Lage interessiert — eine sehr tibliche, einfache Fragestellung in der
Statistik.

Das sieht man folgendermassen: Oft werden bei zwei Stichproben die Beobachtungen
mit zwei Indices versehen: Yy, ist die ite Beobachtung der kten Gruppe (kK =1 oder
2) und Yy ~ ./\f<,uk,02>. Es sei nun zp; = 0, falls £ = 1 ist, und z; = 1 fir
k = 2. Dann ist Yy; ~ N<ﬁ0 + ﬁlmki,a2> , mit By = p1 und B1 = pe — p1. Wenn man
die Beobachtungen wieder mit einem einzigen Index durchnummeriert, ergibt sich das
Regressionsmodell mit der bindren x-Variablen.

d > Im Beispiel der Sprengungen wurde die Messstelle je nach Arbeitsfortschritt
verdndert. Es ist plausibel, dass die ortlichen Gegebenheiten bei den Messstellen
einen Einfluss auf die Erschiitterung haben.

Betrachten wir zunéchst den Fall von nur zwei Messstellen! Ein einfaches Modell

lautet wie in 3.1.b
Y=o + ﬁ1$§1) + ﬁzl",@) + E;

wobei X() die logarithmierte Distanz sei und X die binire Variable, die die
Messstelle bezeichnet, beispielsweise durch die Werte 0 fiir die erste und 1 fiir die
zweite Messstelle. Das Modell beschreibt zwei Geraden y = B + iz fiir die
erste und y = (By + (2) + Bz fiir die zweite Messstelle. Fiir beide Messstellen
ist die gleiche Steigung (31 wirksam; deshalb sind die beiden Geraden parallel.
Dass die Geraden parallel sein sollen, ist eine Annahme, die in unserem Beispiel
recht plausibel erscheint. Auf den allgemeineren Fall kommen wir zuriick (3.2.u).

e > Nun waren es aber vier Stellen, die wie tiblich in einer willkiirlichen Reihenfolge
durchnummeriert wurden. Es ist sinnlos, die so entstehende Variable ,Stellen-
nummer* als Ausgangs-Variable XU) ins Modell aufzunehmen, da eine lineare
Abhéngigkeit der Erschiitterung von der Stellen-Nummer kaum plausibel ist.

Eine solche Ausgangs-Variable mit nominalem oder kategoriellem Wertebe-
reich wird auch Faktor genannt. Um sie in ein Regressionsmodell einzubeziehen,
fithrt man fiir jeden moglichen Wert (jede Stelle) eine ,,Indikatorvariable* ein,

7

G) | 1 falls ite Beobachtung aus der j ten Gruppe,
~ 1 0 sonst.

Ein Modell fiir mehrere Gruppen j von Beobachtungen mit verschiedenen Erwar-
tungswerten p; (aber sonst gleicher Verteilung) kann man schreiben als

Y= mw,(l) 4 uzwgz) +...+ E;

mit unabhingigen, gleich verteilten E;. Setzt man p; = ;, so steht das multiple
Regressionsmodell da, allerdings ohne Achsenabschnitt 3.
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Eine bindre Variable, die eine Gruppenzugehorigkeit ausdriickt, wird als dummy
variable bezeichnet. Eine nominale Ausgangs-Variable fithrt so zu einem ,,Block*
von dummy Variablen.

f > Im Beispiel kommt dieser Block zu den beiden andern Ausgangs-Variablen hinzu
(und die Nummerierung j der X () mag sich dadurch verdndern). Das Modell
kann man so schreiben:

loglO(ersch), = [+ f1logl0(dist); + 2logl0(ladung),
+ 118t1; + 728t2; + v3St3; + 14St4; + L

g Ein technischer Punkt: In diesem Modell lassen sich die Koeffizienten prinzipiell nicht
eindeutig bestimmen (vergleiche 3.4.h). Es veréndern sich namlich die ,Modellwer-

te h< :EZ(-l), mgm)> nicht, wenn man zu allen ~; eine Konstante dazuzihlt und sie

von [y abzihlt. Eine so gebildete Kombination von Koeffizienten passt also sicher ge-
nau gleich gut zu den Beobachtungen. Man sagt deshalb, die Parameter seien nicht
identifizierbar.

Um die Sache eindeutig zu machen, braucht man entweder Nebenbedingungen oder
man ldsst eine dummy Variable weg. Eine einfache Losung besteht darin, v4 = 0 zu
setzen oder, anders gesagt, die Variable St1 nicht ins Modell aufzunehmen. (In der
Varianzanalyse werden wir auf das Problem zuriickkommen und auch andere Abhilfen
diskutieren.)

h > Die numerischen Ergebnisse zeigt Tabelle 3.2.h. Die t- und P-Werte, die zu den
,2dummy*“ Variablen St2 bis St4 angegeben werden, haben wenig Bedeutung. Bei
unserer Wahl von ~; = 0 zeigen sie, ob der Unterschied zwischen der entsprechen-
den Stelle und Stelle 1 signifikant sei.

Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(> [t|) Signif
(Intercept) 2.51044 0.28215 8.90 0.000 ***
log10(dist) -1.33779 0.14073 -9.51 0.000 *F**
logl0(ladung)  0.69179 0.29666 2.33 0.025 *
St2 0.16430 0.07494 2.19 0.034 *
St3 0.02170 0.06366 0.34 0.735
St4 0.11080 0.07477 1.48 0.146

Residual standard error: 0.1468 on 42 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8322
F-statistic: 41.66 on 5 and 42 degrees of freedom

the p-value is 3.22e-15

Tabelle 3.2.h: Computer-Ausgabe im Beispiel Sprengungen mit 3 Ausgangs-Variablen
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> Um die Idee grafisch veranschaulichen zu kénnen, unterdriicken wir die Variable
ladung, indem wir nur Beobachtungen mit ladung=2.6 berticksichtigen. Abbil-
dung 3.2.i zeigt die Beobachtungen und das angepasste Modell: Fiir jede Stelle
ergibt sich eine Gerade, und da fiir die verschiedenen Stellen im Modell die glei-
che Steigung beziiglich der Variablen log(dist) vorausgesetzt wurde, sind die
angepassten Geraden parallel.
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Abbildung 3.2.i: Beobachtungen und geschétzte Geraden im Beispiel der Sprengungen

Es gibt eine sehr niitzliche vereinfachte Notation, in der solche Modelle aufgeschrieben
werden, die ,Modell-Formeln“. Das Modell im Beispiel wird geschrieben als

log10(ersch) ~ log10(dist) + log10(ladung) + St .

Die Indices, die Koeffizienten und der Fehlerterm werden weggelassen. Das Plus-Zeichen
hat jetzt natiirlich eine andere Bedeutung als iiblich; es verbindet nicht mehr Zahlen,
sondern Ausgangs-Variable — in urspriinglicher oder transformierter Form.

Die Sprache der Modell-Formeln eignet sich zur Eingabe in Programm-Pakete. Fiir
die Variable St muss dem Programm bekannt sein, dass es sich um eine nominale Va-
riable oder einen so genannten Faktor (sieche Varianzanalyse) handelt. Es konstruiert
sich dann die entsprechenden dummy Variablen selber. St ist also ein Term in der
Modell-Formel, der eine ganze Gruppe von X -Variablen umfasst, die in ihrer Bedeu-
tung zusammengehdoren.

In einigen Programmen koénnen in der Modellangabe keine Transformationen festgelegt
werden. Man muss dann zuerst transformierte Variable lersch=1ogl10(ersch) und
analog 1dist und lladung erzeugen. Das Modell lautet dann lersch ~ 1ldist +
lladung + St.
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k Die Ausgangsgrossen erscheinen nun in verschiedenen Formen, die wir mit verschiede-
nen Ausdriicken bezeichnen wollen: Eine Ausgangsgrosse oder Ausgangs-Variable
ist eine Grosse, von der angenommen wird, dass sie mit der Zielgrosse zusammen-
héngt, und fiir die deshalb eine geeignete Form gesucht wird, in der sie in das lineare
Regressionsmodell einbezogen werden soll. Das kann in transformierter Form gesche-
hen oder, wenn es eine nominale Variable ist, in Form mehrerer dummy-Variablen. Die
X -Variablen, wie sie im linearen Modell erscheinen, nennt man auch Regressoren.
Ein Term in der Modell-Formel kann ein einzelner Regressor sein oder eine Gruppe
von zusammengehorigen Regressoren, die als Einheit betrachtet werden. Neben den
Faktoren werden solche Gruppen vor allem Wechselwirkungen mit Faktoren sein, die
bald eingefiihrt werden (3.2.t).

1 Man wird die Frage stellen, ob die Messstelle (St) iiberhaupt einen Einfluss auf die
Erschiitterung habe. ,,Kein Einfluss“ bedeutet, dass die Koeffizienten aller entsprechen-
den Indikator-Variablen null sind, v3 =0, 79 =0, 73 =0, 74 = 0. Den {iblichen Test
fiir diese Hypothese wollen wir allgemeiner aufschreiben.

m F-Test zum Vergleich von Modellen. Die Frage sei, ob die ¢ Koeffzienten 3;,,
Bjy s -y Bj, in einem linearen Regressionsmodell gleich null sein kénnten.

. Nullhypothese: j, = 0und 3;, = Ound...und 3;, =0
° Teststatistik:

_ (38Q®* —885Q®)/q

sSQ®)/(n—p)

SSQE)* ist die Quadratsumme des Fehlers im , kleinen* Modell, die man aus
einer Regression mit den verbleibenden m — g X -Variablen erhélt, und p die
Anzahl Koeffizienten im , grossen* Modell (= m + 1, falls das Modell einen
Achsenabschnitt enthilt, = m sonst).

° Verteilung von 7" unter der Nullhypolthese: T' ~ F, ,_,, F-Verteilung mit ¢
und n — p Freiheitsgraden.

Der Test heisst F-Test zum Vergleich von Modellen. Allerdings kann nur ein kleineres
Modell mit einem grosseren verglichen werden, in dem alle X -Variablen des kleinen
wieder vorkommen, also mit einem ,,umfassenderen“ Modell. Der friither besprochene
F-Test fiir das gesamte Modell (3.1.e) ist ein Spezialfall: das ,kleine* Modell besteht
dort nur aus dem Achsenabschnitt 3.

n Zuriick zur Priifung des Einflusses einer nominalen erklérenden Variablen: Die besseren
Programme liefern den entsprechenden Test gleich mit, indem sie in einer Tabelle den
F-Test fiir die einzelnen Terme in der Modellformel zusammenstellen (Tabelle 3.2.n).

‘Df Sum of S¢ RSS F Value Pr(F)

log10(dist) 1 1.947 2.851 90.4 4.9e-12
log10(ladung) 1 0.117 1.022 5.44 0.025
Stelle | 3 0.148 1.052 2.283 0.093

Tabelle 3.2.n: Tests fiir die Effekte der einzelnen Terme im Beispiel der Sprengungen
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Fiir die ersten beiden erkldrenden Variablen gibt diese Tabelle die gleiche Auskunft
wie die vorhergehende (3.2.h). Der ,F Value“ ist gleich dem quadrierten ,t value“ von
damals, und die entsprechenden Tests sind &dquivalent. Die dritte Zeile vergleicht das
umfassende Modell mit dem Modell ohne St als erkldrende Variable. Sie zeigt, dass
der Einfluss der Stelle nicht signifikant ist.

Achtung! Oft wird in einer genau gleich aussehenden Tabelle ein anderer Test durchgefiihrt,
der im Allgemeinen wenig Bedeutung hat. Es wird néamlich in der eingegebenen Reihenfolge der
Terme im Regressionsmodell schrittweise gepriift, ob der betreffende Term eine Verbesserung
gegeniiber dem vorhergehenden Modell, ohne diesen Term, bringt. Nur fiir den letzten Term
in der Tabelle erhilt man also den gewiinschten Test.

p > Wenn kontinuierliche Variable und Faktoren als Ausgangsgrdssen im Modell ste-
hen, muss man iiblicherweise die niitzliche Information aus zwei verschiedenen
Tabellen zusammensuchen: Aus Tabelle 3.1.d, liest man die Koeffizienten der kon-
tinuierlichen Variablen ab und schaut sich auch ihren P-Wert fiir den Test gegen
B; = 0 an, und in der vorhergehenden Tabelle (3.2.n), die man extra verlangen
muss, sucht man den P-Wert fiir die Faktoren. Das Resultat der Funktion re-
gr zeigt beides in einer Tabelle (Tabelle 3.2.p). Die geschétzten Koeffizienten des
Faktors erscheinen unterhalb der Haupttabelle.

Call:
regr (formula = loglO(ersch) ~ loglO(dist) + loglO(ladung) + Stelle,
data = d.sprengl4)

Terms:

coef stcoef signif R2.x df p.value
(Intercept) 2.5104 0.0000 4.4090 NA 1 0.000
log10(dist) -1.3378 -0.7993 -4.7106 0.24825 1 0.000
logl0(ladung) 0.6918 0.1510 1.1555 0.02409 1 0.025
Stelle NA NA 0.8986 0.08884 3 0.093

Coefficients for factors:
$Stelle

1 2 3 4
0.0000 0.1643 0.0217 0.1108

St.dev.error: 0.147 on 42 degrees of freedom
Multiple R72: 0.832 Adjusted R-squared: NA
F-statistic: 41.7 on 5 and 42 d.f., p.value: 3.22e-15

Tabelle 3.2.p: Ergebnisse der Funktion regr fiir das Beispiel der Sprengungen

q In den iiblichen Darstellungen der Resultate (3.2.h) werden Koeffizienten fiir Faktoren
in der gleichen Tabelle wie fiir kontinuierliche Variable gezeigt. Je nach ,Codierung*
sind diese aber nicht die Effekte 7 der einzelnen Werte des Faktors (3.2.g), sondern
kaum interpretierbare Grossen, die als Koeffizienten von erzeugten Variablen auftreten.
Fir die Koeffizienten werden dann, wie fiir die kontinuierlichen Variablen, t- und P-
Werte angegeben, die nur bei geeigneter Codierung (,,treatment” oder ,sum* in S) mit
der entsprechenden Vorsicht sinnvoll zu interpretieren sind.



3.2. VIELFALT DER FRAGESTELLUNGEN 39

Die Spalte ,signif* liefert fiir eine kontinuierliche Variable, wie beschrieben (3.1.1), das Verhélt-
nis Tj zwischen dem geschéitzten Koeffizienten und seiner Signifikanzgrenze. Die Grosse soll
fiir Faktoren so definiert sein, dass sie eine dhnliche anschauliche Bedeutung erhélt. Es sei (fiir
irgendeinen Test) die ,z-ratio* das Quantil der Standard-Normalverteilung, das dem P-Wert
entspricht, dividiert durch den entsprechenden kritischen Wert g™V )<0.95> =1.96,

T=¢"(1-p) /¢“095) .

(Die t-ratio fiir kontinuierliche Variable ist zwar nicht genau gleich diesem Wert, aber fiir nicht
allzu kleine Anzahlen von Freiheitsgraden sehr &hnlich.)

Fox and Monette (1992) verallgemeinern den Variance Inflation Factor fiir Faktoren. Hier wird
dieser verallgemeinerte VIF verwendet und ,in die RZ-Skala umgerechnet nach der Formel
R?>=1-1/VIF.

Allgemeinere Vergleiche von Modellen kénnen nicht automatisch erfolgen, da es zu viele Mog-
lichkeiten gibt und das Programm die interessanten kaum erraten kann. In umfassenden Pro-
grammen kann man die interessierenden Vergleiche angeben und erhélt dann die gewiinschten
Testergebnisse. Sonst muss man sich die nétigen Quadratsummen aus zwei Computer-Ausgaben
heraussuchen und mit der obenstehenden Formel den Wert der Testgrosse und den P-Wert be-
stimmen.

Im Modell 3.2.f zeigt sich der Einfluss der Stelle nur durch eine additive Konstante. Der
Wechsel von einer Messstelle zu einer anderen ,,darf* also nur zur Folge haben, dass sich
die logarithmierten Erschiitterungen um eine Konstante vergrissern oder verkleinern;
die Geraden in 3.2.d miissen parallel sein. Es ist natiirlich denkbar, dass der Zusam-
menhang zwischen Erschiitterung einerseits und Distanz und Ladung andererseits sich
zwischen den Stellen auf kompliziertere Art unterscheidet.

Eine nahe liegende Variante wire, dass sich die Steigungskoeffizienten 47 und By fiir
verschiedene Messstellen unterscheiden. Man spricht dann von einer Wechselwirkung
zwischen Distanz und Stelle oder zwischen Ladung und Stelle. Das ist eine allgemeinere
Frage als die folgende einfache, die immer wieder auftaucht.

Sind zwei Geraden gleich? Oder unterscheiden sie sich im Achsenabschnitt, in der
Steigung oder in beidem? Um diese Frage zu untersuchen, formulieren wir als Modell

Y;=a+ Bz + Aag + AB g + E;

wobei g; die ,,Gruppenzugehérigkeit” angibt: g; = 0, falls die Beobachtung i zur einen
Geraden, g; = 1, falls sie zur anderen gehort. Fiir die Gruppe mit g; = 0 entsteht
die Gerade o + fz;, fiir g; = 1 kommt (o + Aa) + (8 + AB)x; heraus. Die beiden
Geraden stimmen in der Steigung iiberein, wenn AG = 0 ist. Sie stimmen gesamthaft
iiberein, wenn A =0 und Aa = 0 gelten. (Der Fall eines gleichen Achsenabschnitts
bei ungleicher Steigung ist selten von Bedeutung.)

Das Modell sieht zunéchst anders aus als das Grundmodell der multiplen Regression.

Wir brauchen aber nur :cl(-l) = x;, w@(g) = g¢g; und acl(s) = x;9; zu setzen und die
Koeffizienten o, 8, Aa, AG als By, 51, P2, (3 zu bezeichnen, damit wieder die

vertraute Form dasteht.

Die Nullhypothese AB = 0 lédsst sich mit der iiblichen Tabelle testen. Der Test fiir
»Aa =0 und AB = 0“ist ein weiterer Fall fiir den F-Test zum Vergleich von Modellen.
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Das Beispiel zeigt, dass die x-Variablen im Modell in irgendeiner Weise aus ur-
spriinglichen erklarenden Variablen ausgerechnet werden kénnen. So darf beispiels-
weise auch X = (X(1)2 sein. Das fithrt zur quadratischen Regression,

Y; = Bo + Bizi + Box + E; .

Abbildung 3.2.v zeigt die Anpassung dieses Modells im Beispiel der basischen Béden
(Beobachtungen mit pH> 8.5 wurden weggelassen).

In gleicher Weise kénnen auch héhere Potenzen eingefithrt werden, was zur poly-
nomialen Regression fiihrt.

Hohe

[ T T T T I
7.4 7.6 7.8 8.0 8.2 8.4 pH

Abbildung 3.2.v: Quadratische Regression im Beispiel der basischen Béden

* Da jede glatte Funktion sich durch eine Polynom-Reihe annéhern liisst, wird die polynomiale
Regression oft eingesetzt, wenn man iiber die Art der Abhéngigkeit zwischen einer erkldrenden
Variablen und einer Zielgrosse ,keine* Annahmen treffen will. Es gibt dafiir aber unter dem
Stichwort Glattung oder smoothing oder nichtparametrische Regression geeignetere
Methoden.

Nun geraten die Begriffe durcheinander: Eine quadratische Regression wird als (mul-
tiple) lineare Regression bezeichnet! — Das Wort linear im Begriff der mul-
tiplen linearen Regression bezieht sich nicht auf eine lineare Beziehung
zwischen Y und den XU), sondern darauf, dass die Koeffizienten linear
in der Formel vorkommen!
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x  Dieser Abschnitt hat gezeigt, dass das Modell der multiplen linearen Regression
viele Situationen beschreiben kann, wenn man die X -Variablen geeignet wahlt:

. Transformationen der X - (und Y'-) Variablen kénnen aus urspriinglich nicht-
linearen Zusammenhéngen lineare machen.

. Ein Vergleich von zwei Gruppen ldsst sich mit einer zweiwertigen X -
Variablen, von mehreren Gruppen mit einem ,,Block“ von dummy Variablen
als multiple Regression schreiben. Auf diese Art werden nominale erkldrende
Variable in ein Regressionsmodell aufgenommen.

° Die Vorstellung von zwei verschiedenen Geraden fiir zwei Gruppen von Da-
ten kann als ein einziges Modell hingeschrieben werden — das gilt auch fiir
mehrere Gruppen. Auf allgemeinere Wechselwirkungen zwischen erklarenden
Variablen kommen wir zuriick (4.6.g).

° Die polynomiale Regression ist ein Spezialfall der multiplen linearen (!) Re-
gression.

3.3 Multiple Regression ist viel mehr als viele einfache
Regressionen

a Die multiple Regression wurde eingefiihrt, um den Einfluss mehrerer erklarender Gros-
sen auf eine Zielgrosse zu erfassen. Ein verlockender, einfacherer Ansatz zum gleichen
Ziel besteht darin, fiir jede erkldrende Variable eine einfache Regression durchzufiih-
ren. Man erhélt so ebenfalls je einen geschéitzten Koeffizienten mit Vertrauensintervall.
In der Computer-Ausgabe der multiplen Regression stehen die Koeffizienten in einer
einzigen Tabelle. Ist das der wesentliche Vorteil?

Die Uberschrift iiber diesen Abschnitt behauptet, dass der Unterschied der beiden
Ansétze — mehrere einfache gegen eine multiple Regressionsanalyse — viel grundlegender
ist. Das soll im Folgenden begriindet werden.

b > Modifiziertes Beispiel der Sprengungen. Um Unterschiede der beiden mdgli-
chen Arten der Auswertungen zu demonstrieren, wurde der Datensatz der Spren-
gungen auf die Stellen 3 und 6 und Distanzen kleiner als 100 m eingeschrénkt.
Tabelle 3.3.b zeigt die numerischen Resultate der einfachen Regressionen der loga-
rithmierten Erschiitterung auf die logarithmierte Distanz und zum Vergleich das
Resultat der multiplen Regression mit den erkldrenden Variablen log(Distanz),
log(Ladung) und Stelle.

Die einfache Regression liefert einen véllig unplausiblen Wert fiir den Koeffizien-
ten der logarithmierten Distanz, mit einem Vertrauensintervall von [—0.1316 +
2.037 - 0.3260] = [—0.80,0.53]. Mit dem multiplen Modell ergibt sich fiir diesen
Koeffizienten ein Intervall von [—0.72687 +2.042 - 0.35503] = [—1.45, —0.002], das
mit den Ergebnissen vertréaglich ist, die der gesamte Datensatz lieferte (3.2.h).
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(1)
Im(formula = loglO(ersch) ~ loglO(dist), data = dd)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.8976 0.5736 1.565 0.127
logl0(dist) -0.1316 0.3260 -0.404 0.689

Residual standard error: 0.2134 on 32 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.00507, Adjusted R-squared: -0.02602
F-statistic: 0.1631 on 1 and 32 degrees of freedom, p-value: 0.689
(ii)
Im(formula = loglO(ersch) ~ loglO(dist) + loglO(ladung) + stelle,

data = dd)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.19297 0.58161 2.051 0.04908 *
logl0(dist) -0.72687 0.35503 -2.047 0.04947 *
log10(ladung) 1.49261  0.44162 3.380 0.00203 **
stelle6 0.16956 0.08604 1.971 0.05803 .

Residual standard error: 0.1813 on 30 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.3269, Adjusted R-squared: 0.2596
F-statistic: 4.856 on 3 and 30 degrees of freedom, p-value: 0.00717

Tabelle 3.3.b: Ergebnisse fiir die (i) einfache Regressionen der logarithmierten Erschiit-
terung auf die logarithmierte Distanz und fiir die (ii) multiple Regression mit Distanz,
Ladung und Stelle.

In Abbildung 3.3.b sind geschétzte Steigungen fiir die einfache Regression einge-
zeichnet — sowohl fiir beide Stellen zusammen als auch fiir die getrennte Auswer-
tung. Die beiden weiteren, parallelen Geraden haben die Steigung, die sich aus der
multiplen Regression ergibt, und geben die angepassten Werte fiir eine mittlere
Ladung wieder. (Die Wechselwirkung zwischen log10(Distanz) und der Stelle, die
einer unterschiedlichen Steigung der beiden Geraden entspricht, erwies sich als
nicht signifikant.)

> An kiinstlichen Beispielen lassen sich solche Effekte noch klarer veranschaulichen.
In Abbildung 3.3.c sind fiir den Fall einer kontinuierlichen erklidrenden Variablen
X und einer Gruppierungsvariablen X vier mégliche Fille aufgezeichnet. Die
gestrichelten Geraden zeigen das Modell, nach dem die Beobachtungen erzeugt
wurden: Zwei parallele Geraden mit Steigung (1 und einem vertikalen Abstand
von f33. Die Beobachtungen der beiden Gruppen tragen verschiedene Symbole.
Die ausgezogene Gerade stellt das Resultat einer einfachen Regression von Y auf
X dar; das schmale Rechteck am rechten Rand zeigt den Unterschied zwischen
den Gruppenmittelwerten der Zielgrésse, was der einfachen Regression von Y
gegen X @ entspricht. Die Gerade und das Rechteck zeigen also das Resultat, das
man erhélt, wenn man die beiden Regressoren X und X@ je mit einfacher
Regression ,,abhandelt*.
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Abbildung 3.3.b: Daten des eingeschrénkten Beispiels der Sprengungen (Stellen 3 und
6) mit geschiitzten Regressionsgeraden: Die eingezeichneten Geraden stehen einerseits
fiir die einfachen Regressionen, fiir beide Stellen zusammen wie auch separat gerech-
net; andererseits erscheinen zwei parallele Geraden, die die angepassten Werte geméss
multipler Regression fiir eine mittlere Ladung fiir die beiden Stellen wiedergeben.

Die Ergebnisse der multiplen Regression sind nicht eingezeichnet; sie widerspiegeln
das Modell ziemlich genau. Die vier Fiélle zeigen die Schwierigkeiten der Interpre-
tation von einfachen Regressionen drastisch:

(A) Beide Variablen haben einen positiven Effekt, 81 > 0, 2 > 0. Die ge-
schétzte Steigung und der Unterschied der Gruppenmittelwerte werden zu
gross.

(B) Kein Effekt der kontinuierlichen erklirenden Variablen X (). Die geschiitzte
Gerade erhdlt ihre Steigung durch den Unterschied zwischen den Gruppen.

(C) Entgegengesetzte Effekte, 1 < 0, B > 0. Die geschétzte Steigung zeigt
einen positiven Effekt der kontinuierlichen erklirenden Variablen X auf
die Zielgrdsse, wiahrend er in Wirklichkeit negativ ist!

(D) Hier sind die Effekte so eingerichtet, dass sie sich gegenseitig autheben. Man
wird féalschlicherweise schliessen, dass keine der beiden Variablen einen Ein-
fluss auf Y hat.

d Wenn wir uns das Modell der multiplen Regression vergegenwirtigen, wird klar, wie
der Unterschied zu den Ergebnissen der einfachen Regression entsteht: Der Koeffizient
(1 beispielsweise gibt an, um wie viel sich der erwartete Wert der Zielgriésse erhoht,
wenn X um 1 erhéht wird — und alle anderen erklirenden Variablen gleich bleiben.
Im Beispiel bleibt die Ladung und die Stelle gleich; wir erhalten also die Steigung der
Geraden innerhalb der Stelle bei konstanter Ladung — und gehen, wenn die Wechsel-
wirkung im Modell fehlt, davon aus, dass diese fiir beide Stellen gleich ist.
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Abbildung 3.3.c: Einfache und multiple Regression fiir eine Gruppierungsvariable (bi-
nédre Variable) und eine kontinuierliche erklérende Variable

Betrachten wir die einfache Regression der Zielgrosse auf X, dann wird sich die
Bedeutung von (31 dndern. Die zweite ausgewéhlte Stelle wurde bei grosseren Distanzen
erfasst als die erste und fiihrte trotzdem tendenziell zu gleich hohen Erschiitterungen.
Teilweise lag das daran, dass auch stérker geladen wurde. Wenn X () um 1 erhéht wird,
kommen im Datensatz tendenziell Beobachtungen mit hoherer Ladung und anderer
Stellenzugehorigkeit zum Zuge, und daher sinkt der Erschiitterungswert kaum. Die
Effekte der erkldrenden Variablen werden vermischt.

Ist eine kontinuierliche erklirende Variable X mit X positiv korreliert, dann wird
sich bei einer Erhchung von X um 1 erwartungsgemiss auch X @ erhohen, was
einen zusitzlichen Effekt auf die Zielgrosse hat. (* Der Effekt, ausgedriickt durch den
Koeffizienten (5 im multiplen Modell und dem , Regressionskoeffizienten von X ) auf
XM By = cov<X(1),X(2)> /var(X(1)>, betragt (2/21.) Analoges gilt, wenn x®
sich fiir die verschiedenen Werte einer nominalen erklirenden Grosse X im Mittel
wesentlich unterscheidet.

Diese Betrachtung zeigt allgemeiner, dass die Bedeutung der Regressionskoeffi-
zienten prinzipiell davon abhéngt, welche erkldrenden Grossen im Modell auftreten.

Beachten Sie, dass wir vom Modell gesprochen haben, dass also dieses Problem nicht
mit der Schitzung zusammenhéngt.
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Grundlegend fiir alle Wissenschaften ist die Suche nach Ursache-Wirkungs-Bezie-
hungen. Bekanntlich kann aus statistischen Korrelationen nicht auf solche Beziehun-
gen geschlossen werden. Dennoch besteht eine wichtige Anwendung der Regression
darin, Indizien fiir solche Beziehungen zu sammeln. Zwei Arten von Schliissen sind
iiblich:

Erste Schlussweise: Falls ein Koeffizient in einem Regressionsmodell signifikant von
Null verschieden ist und eine ursichliche Wirkung der Zielgrosse auf die erklarende
Grosse aus prinzipiellen Uberlegungen heraus ausgeschlossen werden kann (die Er-
schiitterung kann die Distanz zum Sprengort nicht beeinflussen!), dann wird dies als
Nachweis fiir eine vermutete ursichliche Wirkung der erklédrenden Grosse auf
die Zielgrosse interpretiert.

Oft kommt aber eine Korrelation zwischen einer erkldrenden Variablen und der Ziel-
grosse dadurch zustande, dass beide von einer dritten Grosse Z verursacht werden.

Dies ist besonders h#iufig, wenn die Daten als Zeitreihe entstehen. Die Zahl der Neu-
geborenen hat im 20. Jahrhundert in den hochentwickelten Léndern abgenommen. Das
ldsst sich gut mit der Abnahme der Stoérche erkléren... Die Zeit ist hier nicht die ei-
gentliche Ursache der beiden Phédnomene, sondern die Ursachen fiir den Niedergang
der Anzahl Stérche und der Anzahl Babies haben sich mit der Zeit ebenfalls veréndert.
Die Zeit kann dann die Ursachen in dieser Betrachtung (teilweise) vertreten.

Solche Situationen werden auch als indirekte Zusammenhinge, indirekte Korrela-
tionen oder Schein-Korrelationen bezeichnet.

Wenn die Grosse Z im Modell als erklarende Variable auftaucht, dann verfélschen die
durch sie erfassten indirekten Wirkungen die Koeffizienten der anderen erkldrenden
Variablen nicht. Im Idealfall wird man also alle denkbaren ursichlichen Varia-
blen fiir die betrachtete Zielgrosse als erkldrende Variable ins Modell aufnehmen;
dann stellt ein signifikanter Koeffizient von X (! ein starkes Indiz fiir eine Ursache-
Wirkungsbeziehung dar.

Eine noch bessere Basis fiir eine solche Interpretation bilden, wenn sie moglich sind,
geplante Versuche, in denen unter sonst gleichen Bedingungen nur die fragliche
Variable X variiert wird. Dann kann man die Wirkung direkt messen. Am iiberzeu-
gendsten ist aber natiirlich immer noch der konkrete Nachweis eines Wirkungs-
Mechanismus.

Zweite Schlussweise: Wenn ein Koeffizient nicht signifikant ist, wird dies oft als
Nachweis betrachtet, dass die entsprechende erkldrende Grosse keinen Einfluss auf
die Zielgrosse habe. Dies ist in mehrfacher Hinsicht ein Fehlschluss:

° Wie bei allen statistischen Tests ist die Beibehaltung der Nullhypothese kein
Beweis, dass sie gilt.

° Die vorher erwahnten Effekte von nicht ins Modell einbezogenen Einflussgros-
sen kénnen auch dazu fithren, dass eine ursdchliche Wirkung durch indirekte
Zusammenhénge gerade kompensiert wird (vergleiche das Beispiel!).

° Der Einfluss einer erkldrenden Grosse kann nicht-linear sein. Dann kann man
mit einer geeigneten Transformation (4.4, 4.6.c) oder mit Zusatztermen (4.6.d)
zu einem genaueren Modell kommen.
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Die am klarsten interpretierbare Antwort auf die Frage nach einer Wirkung
einer erkldrenden Variablen auf die Zielgrosse erreicht man also, wenn man

° in einem geeignet geplanten Versuch die Variable gezielt veréndert.
... oder, falls das nicht geht,
° moglichst alle denkbaren urséchlichen Gréssen ins Modell aufnimmt,

° die Linearitéit der Zusammenhénge iiberpriift (siche 4.4, 4.2.h),

° ein Vertrauensintervall fiir den Koeffizienten liefert — statt eines P-Wertes.
Dieses gibt bei fehlender Signifikanz an, wie gross der Effekt dennoch sein
konnte.

Indirekte Effekte, wie sie hier als Griinde fiir falsche Interpretationen angefiithrt wur-
den, kénnen nicht vorkommen, wenn die erklirenden (roéssen selbst nicht zusam-
menhingen — wenigstens nicht linear — genauer: wenn sie ,orthogonal“ sind. Wir
konnten von unkorreliert reden, wenn die erklarenden Grossen Zufallsvariable wiren.
,Orthogonal“ heisst also: wenn wir trotz allem die empirische Korrelation zwischen den
Variablen ausrechnen, so erhalten wir null. Wir kommen auf die Schwierigkeiten von
nkorrelierten® erklarenden Variablen in 5.4 zuriick.

Wenn das moglich ist — namentlich bei geplanten Versuchen — ist deshalb sehr zu
empfehlen, die xl(j ) Werte so zu wéhlen, dass die Orthogonalitét erfiillt wird. Néheres
wird in der Versuchsplanung besprochen.

Wenn alle erkldrenden Variablen in diesem Sinne orthogonal zueinander sind, dann
kann man zeigen, dass die Schditzungen der Koeffizienten der einfachen Regressionen
genau die geschétzten Werte des multiplen Modells geben miissen. Trotzdem lohnt sich
das multiple Modell, da die geschitzte Standardabweichung der Fehler kleiner wird und
daduch die Vertrauensintervalle kiirzer und die Tests eher signifikant werden.

Zusammenfassend: Ein multiples Regressionsmodell sagt mehr aus als viele einfache
Regressionen — im Falle von korrelierten erkldrenden Variablen sogar viel mehr.

3.4 Modell und Schitzungen in Matrix-Schreibweise

Es ist Zeit, wieder etwas Theorie zu behandeln. Es wird sich lohnen, auch fiir praktisch
orientierte Leute. Sie wollen ja nicht nur Rezepte auswendig lernen. Fiir Rezepte gibt
es Biicher. Theorie stellt Zusammenhénge her. Ftliche Probleme, die in der praktischen
Anwendung der Regression auftreten kénnen, lassen sich mit Hilfe der Theorie besser
verstehen.

Die Theorie, die hier folgt, zeigt die Niitzlichkeit von Linearer Algebra, von Matri-
zen und Vektoren. Sie werden die hier eingefiihrten Begriffe und Methoden in der
multivariaten Statistik und bei den Zeitreihen wieder antreffen.
Bevor wir zufillige Vektoren und Matrizen betrachten, empfiehlt es sich, die gew6hn-
liche Vektor- und Matrixalgebra in Erinnerung zu rufen. Was fiir die folgenden Ab-
schnitte wichtig ist, fasst Anhang 3.A zusammen.
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Das Modell der multiplen Regression, Y; = Gy + lel(l) + ngl(-z) + ...+ ﬂmwl(-m) + FE;
wollen wir mit Hilfe von Vektoren und Matrizen formulieren.
Dazu miissen wir zuerst den Begriff des ,Vektors von Zufallsvariablen“ oder der
,vektoriellen Zufallsvariablen* oder des ,,Zufallsvektors® einfithren: Es handelt sich
einfach um eine Zusammenfassung von mehreren Zufallsvariablen,

Yl El
Y = YQ und E = E?
Y, E,

Man verwendet also Spaltenvektoren. (Drucktechnisch platzsparender wéren Zei-
lenvektoren, und deshalb schreibt man oft den transponierten Vektor hin, ¥ =
[Yi,...,Y,]7; T steht fiir transponiert.)

Die Koeffizienten (; kénnen wir auch als Vektor schreiben, und die erkldrenden Va-
)

riablen x;”” zu einer Matrix zusammenfassen:
1 2 m
5 NORNC R
3 20 @ 2m
B= .2 wmd X = 2 2 2.
B NORNC 2
Schliesslich brauchen wir noch den Vektor, der aus lauter Einsen besteht, 1 = [1,1,...,1]7.

Jetzt wird das Regressionsmodell einfach zu
Y=01l+XB+E.

Was heisst das? Auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens stehen Vektoren. Das i-te
Element des Vektors rechts ist Gp -1+ ) ; ﬁsz(-] ) + F;, und das ist laut Modell gleich
dem i-ten Element von Y .

Die Vektor-Gleichung ist noch nicht ganz einfach genug! Damit 3¢ noch verschwin-
det, erweitern wir X um eine Kolonne von Einsen und 8 um das Element g:

1 xgl) x§2) xgm) Bo
S I R
1 331(11) 2D . :z:,(;m) : B;n
Jetzt gilt .
Y=X3+E.

Wenn das Modell keinen Achsenabschnitt enthélt, setzen wir X = X und E = .
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Auf das Modell folgt die Schitzung. In der einfachen Regression haben wir das
Prinzip der Kleinsten Quadrate angewandt. Die Residuen, die zu einem Parameter-
Vektor 3* gehoren, sind

— B+ B=l)

Wir konnen auch sie zu einem Vektor zusammenfassen und erhalten
R=Y - Xp".

(Wenn E* = E ist, sind die R; gerade die Zufalls-Fehler FE;.)

Die Summe der Quadrate Y, R? kann man schreiben als
(3=, Rl =E'R

(und das ist auch die quadrierte Norm des Vektors R). Diesen Ausdruck wollen wir
also minimieren. Dass dies aus dem Prinzip der Maximalen Likelihood folgt, wurde in
2.A.0.a gezeigt.

Wir wollen dasjenige _E* finden, fiir das Q(E*) minimal wird, und es als Schitzung von

E verwenden. Eine klare Schreibweise fiir diese Aufgabe, die man vermehrt verwenden
sollte, ist

é— arg mm <Q<[3>>

Minimieren lduft oft iiber Ableiten und null Setzen. Man kann Regeln fiir Ableitungen
von und nach Vektoren herleiten und einsetzen. Wir kommen aber auch mit gewohn-
lichen Ableitungen durch, wenn es auch etwas miihsam wird. Es ist

9Q(B)/08; = Z OR2/0B; = 22 RiOR;/93;

und

oR:/05; = 0 (Yi— (B + Y 82)) [ 09; = o0
(0)

(wenn man z; ' =1 setzt, gilt dies auch fiir j =0), also

/aﬁjz—zsz XR)

Die Ableitungen (fiir 7 = 0,1,...,m) sollen gleich 0 sein.
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~T
Das koénnen wir gleich als Vektor hinschreiben, X R = 0. Einsetzen fiihrt zu
~T ~ ~T—~~ =T
X Y-Xp)=0 = X Xpg=X1Y.
Die letzte Gleichung hat einen Namen: Sie heisst ,die Normal-Gleichungen® — es
sind ja p Gleichungen, in eine Vektoren-Gleichung verpackt.

Links steht eine quadratische, symmetrische Matrix,

~T
cC=X X,
~ ~T
multipliziert mit dem gesuchten Vektor 3, rechts ein Vektor, X Y.

Bei der Auflosung dieser Gleichung macht sich die lineare Algebra erstmals richtig
bezahlt: Wir multiplizieren die Gleichung von links mit der Inversen von C, C 7!,
und erhalten R 7
B=C'XY.

Dazu miissen wir voraussetzen, dass C' invertierbar oder nicht-singulér (oder regulér
oder von vollem Rang) ist. Sonst? Sonst ist die Losung des Problems der Kleinsten
Quadrate nicht eindeutig, und man muss mit komplizierteren Methoden dahintergehen
(mit verallgemeinerten Inversen).

Das Prinzip der Kleinsten Quadrate fiihrt also nicht immer zu einer ein-
deutigen Losung.

Das ist nicht nur ein theoretisches Problem! Wenn C' nicht invertierbar ist, heisst das,
dass das Regressions-Modell selbst schlecht formuliert ist, dass ndmlich die Parameter
nicht eindeutig sind, also verschiedene Parameter-Kombinationen genau das gleiche
Modell festlegen. Man spricht von nicht identifizierbaren Parametern. Das Modell
wird dann besser so gedndert, dass man wieder eindeutig weiss, was ein Parameter
bedeuten soll. (Einen solchen Fall haben wir in 3.2.g angetroffen.)

Das Problem kann auch ,fast* auftreten. Wir kommen darauf unter dem Stichwort
,Kollinearitét* zuriick (5.3.1).

Schreiben Sie die letzte Formel fiir die einfache lineare Regression (2.2.c) auf und
zeigen Sie, dass sie mit 2.2.c iibereinstimmt! Das ist niitzlich, um die allgemeinere
Formel besser zu verstehen und um etwas lineare Algebra zu iiben.

3.5 Verteilung der geschitzten Regressionskoeffizienten

Die geschiéitzten Regressionskoeffizienten lassen sich also in Matrixform sehr kurz schrei-
ben,

j=Cy, C=-c'x.

Wenn wir jetzt ein Element Bj des Vektors _B herausgreifen, so lidsst sich dieses also
auch als Summe ausdriicken,

Bj = Z:;l éngz .

Die C ji sind feste Zahlen, die Y; Zufallsvariable. Wie in der Einfiihrung iiber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gezeigt wird, ist eine solche ,Linearkombination“ von normal-
verteilten Zufallsvariable wieder normalverteilt, und es bleibt noch, den Erwartungs-
wert und die Varianz zu bestimmen.
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Der Erwartungswert ist geméss der allgemeinen Formel £(}, a;Y;) = > . a; E(Yi)
gleich

-~ n ~ n ~ k.
E(B;) = Zz’:l C;i&Yy) = Zizl Cji Zk X" gy
Das sieht sehr kompliziert aus. Wir nehmen wieder die Matrixrechnung zu Hilfe. Die
Doppelsumme ist gleich dem jten Element von

CXB=C'X Xp=C"'Cp=3,
also gleich ;.

Fiir die Varianz einer Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen lautet die allgemeine
Formel var(}", a;V;) = >, a? var(Y;). Einsetzen ergibt

V&I‘<Bj> = Z:Zl (6'jk)2var<Yk> =2 Z:Zl (éjk)

Die Summe der Quadrate ist gleich dem jten Diagonalelement von

2

cc’ = o' X (c'X Y =c'X X(CcH
= clccH'=ccH".

Da C symmetrisch ist (und wir sowieso nur die Diagonalelemente betrachten), kann
man das Transponieren weglassen. Also ist

DN 2 (-1
var(B;) = o* (C )jj .
Mit etwas mehr Theorie kann man auch Kovarianzen zwischen den geschiétzten Ko-
effizienten (3; erhalten. Diese Uberlegungen gehoéren zum Thema der Multivariaten
Statistik und werden im entsprechenden Block behandelt.
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3.A Anhang: Grundbegriffe der Linearen Algebra

Matrizen. Matrix, genauer n x m-Matrix:

aip a2 ... Qaim

a1 agy ... QA9m
A =

an1 AaAp2 ... QOpm

Zeilen 1 = 1,...,n, Spalten j = 1,...,m. Elemente a;;.

Quadratische Matrix: Gleiche Anzahl Zeilen und Spalten, n = m.
Symmetrische Matrix: Es gilt a;; = a;;.

Diagonale einer quadratischen Matrix: Die Elemente [a11,a99, ..., Gnn] -

Diagonalmatrix: Eine, die ,nur aus der Diagonalen besteht®, d;; = 0 fiir i # j.

dy 0 ... 0
0 doo ... 0
0 0 ... dpn

Transponierte Matrix: Wenn man Zeilen und Spalten einer Matrix A vertauscht,
erhilt man die transponierte Matrix A7

ail a21 ... Qmi
AT _ a2 a2 ... Qm2
a1lp Aa2n ... Amn

Bemerkungen:

1. Es gilt offensichtlich (AT)T = A (vgl. die zweimal gewendete Matratze).

2. Fiir symmetrische Matrizen gilt AT = A.

Vektoren. Vektor, genauer Spaltenvektor: n Zahlen, unter einander geschrieben.

Elemente b;.
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Transponierte Vektoren: Spaltenvektoren werden zu Zeilenvektoren, wenn man sie

transponiert:
T

— b? = [b1,bg, ..., by .

Drucktechnisch platzsparender als Spaltenvektoren sind Zeilenvektoren, und deshalb
schreibt man Spaltenvektoren oft als transponierte Zeilenvektoren hin: b = [by, b, ..., bn]T

Einfache Rechenoperationen. Addition und Subtraktion: Geht nur bei gleichen
Dimensionen. Man addiert oder subtrahiert die einander entsprechenden Elemente.

Multiplikation mit einer Zahl (einem ,Skalar*): Jedes Element wird multipliziert. Di-
vision durch eine Zahl ebenso.

Recht oft trifft man in der Statistik und anderswo auf so genannte Linearkombina-
tionen von Vektoren. Das ist ein schoner Name fiir Ausdriicke der Form

A1b1 + A2bo
+ eventuell weitere solche Terme — man addiert Vielfache der beteiligten Vektoren.

Matrix-Multiplikation. Matrizen kénnen nur multipliziert werden, wenn die Di-
mensionen passen: C = A - B ist definiert, wenn die Anzahl Spalten von A gleich
der Anzahl Zeilen von B ist. Dann ist

m b
Cip = § aisb
ik j=1 ijV5k

Beispiel:
2 1 3 1 2-3+1-4 2-14+1-(-2) 10 0
-1 0 -[4 _2]: (-1)-340-4 (-1)-140-(-2) | =| -3 -1
3 1 3:3+1-4 3-1+1-(-2) 13 1
Bemerkungen:

1. Im Beispiel ist B - A nicht definiert, da B 2 Spalten, A aber 3 Zeilen hat.

2. Wenn A - B und B - A beide definiert sind, sind die beiden im allgemeinen
verschieden, A - B # B - A! Matrizen diirfen nicht vertauscht werden.

3. Eskann A - B = 0 sein, obwohl weder A = 0 noch B = 0 ist.
4. Es gilt das Assoziativgesetz: (A-B)-C = A -(B-C)

5. Es gilt das Distributivgesetz: A - (B + C) = A- B + A - C und ebenso
(A+B)-C=A-C+B-C.

6. Transponieren eines Produktes: Es ist
(A-B)T =BT. AT
Man muss also beim Transponieren die Reihenfolge vertauschen!

7. Das Produkt A - AT ist immer symmetrisch.
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All das gilt auch fiir Vektoren: Wenn a und b Spaltenvektoren sind, ist

albl albg Ce albm
a2b1 a2b2 e agbm

T _

g 0 =
apbt apbs ... apby,

Wenn sie gleiche Lénge haben, ist

QT'b:Ziai‘bi-

»Matrix mal Spaltenvektor* ergibt (falls definiert) einen Spaltenvektor: A -b = c.

Die Lénge eines Vektors ist die Wurzel aus Y, a7. Man bezeichnet sie oft mit |a|.
Man kann schreiben
laf* = a" -a.

Die Einheitsmatrix (der Dimension m) ist definiert als Diagonalmatrix mit lauter
Einsen:

1 0 ... 0

0 1 0
I =

0 0 ... 1

Sie ldsst bei Multiplikation Matrizen unveréndert: I - A=A, A- 1 = A.

Inverse Matrix. Wenn A quadratisch ist und B - A = I gilt, heisst B diezu A
inverse Matrix; man schreibt B = A1,

Bemerkungen:

1. Esgilt dann auch A- B = I. Wenn also B = A~ ! ist, ist auch A = B~ 1.

2. Es gibt nicht zu jeder quadratischen Matrix A eine Inverse. Wenn es eine gibt,
heisst A regulér, und es gibt nur eine Inverse. Wenn es keine Inverse gibt, heisst
A singulér.

3. Esist (A™H)1=A.
4. Inverses eines Matrix-Produkts: Wenn A und B quadratisch sind, ist
(A-B)'=B"1.A"!
Die Reihenfolge muss also vertauscht werden, wie beim Transponieren!

5. Esist (AT)™! = (A~H)T. Man schreibt oft kurz A7
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k Lineares Gleichungssystem. Kurz zusammengefasst: Das Gleichungssystem

a1101 +aife+ ... +a1imfbm = U1
ag101 + axwfe + ... + aomfBm = Y2
amlﬁl + am2ﬁ2 + ...+ ammﬁm = Ym

(fiir die §;) lasst sich schreiben als
A=y

(fiir 3). Es hat genau eine Losung, wenn A regulir ist, also wenn die Inverse A !

existiert. Dann ist

B=A"ly

diese Losung.

1 Wenn die Matrix A singulir ist, dann gibt es eine Zeile [a;1, a;2, ..., @im], die sich
als Linearkombination der andern schreiben lidsst. Die entsprechende Gleichung fiihrt
entweder zu einem Widerspruch (keine Losung) oder ist iiberfliissig (unendlich viele
Losungen). Man spricht von linearer Abhéngigkeit der Zeilen der Matrix oder der
Gleichungen.

(Wenn die Matrix singulér ist, gibt es auch eine Spalte, die sich als Linearkombination
der andern schreiben lésst. Es sind also auch die Spaltenvektoren linear abhingig.)
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3.S S-Funktionen

Modell-Formeln dienen dazu, Modelle von Regressionen und Varianzanalysen aller
Art und auch Modelle der multivariaten Statistik festzulegen. Sie sind dadurch ge-
kenntzeichnet, dass sie das Zeichen ~ enthalten. Solche Ausdriicke bilden eine spezielle
Klasse von S-Objekten, genannt formula-Objekte. Regressions- und Varianzanalyse-
Funktionen verlangen jeweils als erstes Argument eine solche formula.

Bei Regressions- und Varianzanalyse-Modellen steht links von diesem Zeichen die Ziel-
grosse und rechts die Ausgangsgrossen. In der einfachsten Form lautet ein multiples
Regressionsmodell

y ~ x1 + x2

Das Zeichen + erhilt hier eine neue Bedeutung. Es werden nicht x1 und x2 zusammen-
gezahlt, sondern die beiden Variablen werden als Ausgangsvariable im Modell erkannt.
In mathematischer Schreibweise entsteht also der Ausdruck (1x1 + [2x2. Automa-
tisch wird ein Fehlerterm +F hinzugefiigt. Ebenso ein Achsenabschnitt [y, wenn
man ihn nicht ausdriicklich unterdriickt, indem man —1 einfiigt, also beispielswei-
sey ~ -1 + x1 + x2 schreibt. So entspricht also der Ausdruck y ~ x1 + x2 dem
Regressionsmodell
vi = Bix1; + Box2; + Ej .

Wie schon in 2.S.0.c erwihnt, kénnen Transformationen direkt in die Formel ge-
schrieben werden,

logl0(ersch) ~ loglO(dist) + logl0(ladung)

Faktoren oder nominale Ausgangsgrossen konnen (wie in 3.2.j erwéhnt) ebenfalls di-
rekt in die S-Formel geschrieben werden. Die Regressionsfunktion verwandelt solche
Variable zuerst in die entsprechende Anzahl von Dummy-Variablen (3.2.h). Norma-
lerweise sind solche Variable im data.frame als factor gekenntzeichnet und werden
deshalb automatisch richtig behandelt. Wenn eine numerische Variable, beispielsweise
mit den Werten 1, 2, 3, 4, als Faktor interpretiert werden soll, braucht man die Funk-
tion factor. Wére die Stelle im Beispiel in d.spreng nicht als Faktor gespeichert, so
konnte man durch

logl0(ersch) ~ loglO(dist) + logl0(ladung) + factor(St)
das richtige Modell dennoch erhalten.

In 3.2.g von Nebenbedingungen gesprochen, die nétig sind, um bei Faktoren zu ei-
nem eindeutigen Modell zu kommen. Diese kénnen verschieden gew#hlt werden. Um
sicher zu gehen, dass die dort erwdhnte Losung gewéhlt wird, dass also einfach die erste
Dummy-Variable weggelassen wird, muss man in der Regressionsfunktion das Argu-
ment contrasts="treatment" setzen. In R ist diese Wahl der Weglasswert (default),
in S-Plus wird eine numerisch bessere aber fiir die Interpretation unbrauchbare Neben-
bedingung gewahlt. Genaueres folgt in der Varianzanalyse.
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Wechselwirkungen zwischen Variablen (3.2.t) kénnen in der formula ebenfalls ein-
fach angegeben werden, und zwar mit einem Ausdruck der Form x1:x2,

logi0(ersch) ~ loglO(dist) + St + loglO(dist):St

Da in den Modellen Wechselwirkungen immer nur zwischen Variablen einbezogen wer-
den sollen, die auch als Einzelterme (,Haupteffekte* im Gegensatz zu Wechselwir-
kungen) auftreten, gibt es eine Kurzschreibweise. x1*x2 bedeutet das Gleiche wie
x1+x2+x1:x2. Das vorhergende Modell kann deshalb kurz als

logl0(ersch) ~ loglO(dist) * St

angegeben werden.

Wie man sieht, erhélt nicht nur das Zeichen + eine neue Bedeutung, wenn es in ei-
ner formula erscheint, sondern auch * und : ; sie bezeichnen Wechselwirkungen. (In
der Varianzanalyse werden auch =~ und / fiir Abkiirzungen iiblicher Modellstruktu-
ren beniitzt werden.) Manchmal méchte man aber * auch als Multiplikationszeichen
verstanden wissen. Wenn man beispielsweise eine in cm gemessene Variable in inches
ausdriicken will, braucht man 2.51*x als Ausgangsgrosse. Man kann diese einfache
Transformation mit Hilfe der Funktion I() angeben durch y~I(2.51%*x).

Funktion 1m, summary. Die Funktionen 1m und summary produzieren die gleichen
Resultate wie in der einfachen Regression (2.S.0.g), mit zusétzlichen Zeilen in der
Koeffizienten-Tabelle, die dem erweiterten Modell entsprechen.

Funktion dropl. Wenn eine Ausgangsgrosse und damit ein Term in der Modell-
Formel einen Faktor beinhaltet, sind die Tests fiir die einzelnen Koeffizienten nicht
sinnvoll. Ihre Bedeutung héngt ja von den Nebenbedingungen, also von den contrasts
ab. Der sinnvolle Test, der priift, ob der ganze Term nétig sei (3.2.m), wird von der
Funktion dropl durchgefiihrt.

> dropi(r.lm, test="F")

Die Funktion berechnet primér ein Kriterium mit Namen AIC, das wir spéter fiir die
Modellwahl brauchen werden (5.2.¢). Wenn das Argument test nicht angegeben wird,
wird kein Test durchgefiihrt.

Einige Eigenheiten dieser Methodik erscheinen dem Autor dieser Beschreibung we-
nig benutzerfreundlich. Beispielsweise ist nicht einzusehen, weshalb das Objekt, das
1m produziert, wenig Niitzliches zeigt, wenn man es direkt ausgibt, sondern zuerst
die generische Funktion summary darauf angewendet werden muss. Will man die Re-
sultate weiter verwenden, so sind einige interessante Ergebnisse, wie die geschétzte
Standardabweichung & der Fehler, nicht im Ergebnis von 1m enthalten, sondern erst
im Ergebnis von summary(r.1lm). Leider enthélt auch das summary nicht das, was fiir
die Interpretation gebraucht wird. Vertrauensintervalle, standardisierte Koeffizienten
und die R? -Werte miissen mit zusétzlichen Funktionen ermittelt werden. Fiir nominale
Ausgangsgrossen muss, wie erwihnt, dropl aufgerufen werden.

Ich habe daher eine neue grundlegende Funktion geschrieben, die Klasse von Objekten
erzeugt, welche wiederum durch verbesserte Methoden der generischen Funktionen
print und plot dargestellt werden. Die neuen Funktionen beruhen selbstversténdlich
auf den grundlegenden Funktionen von S. Die neue Klasse ,,erbt“ auch die Methoden
von 1m, soweit keine speziellen Methoden zu generischen Funktionen nétig wurden.
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Funktion regr. Die Funktion regr hat die gleichen Argumente wie 1m. Sie erzeugt
ein Objekt der Klasse regr, das alle interessanten Resultate der Anpassung enthélt.
> r.regr <— regr(loglO(ersch)~1loglO(dist)+logl0(ladung)+stelle,
data=d.spreng)
Die wichtigsten Resultate sieht man durch Eintippen von
> r.regr
Das Hauptresultat ist eine Tabelle, die fiir alle erkldrenden Variablen den Test fiir
die Nullhypothese "kein Einfluss” priift. Fiir Variable mit einem Freiheitsgrad wird
neben dem geschitzten Koeffizienten die standardisierte Version angegeben. Statt dem
Standarfehler wird eine niitzliche Grosse angegeben, mit der das Vertrauensintervall
einfach berechnet werden kann (3.1.1).
Fiir Terme mit mehreren Freiheitsgraden wird in der Haupttabelle nur der F-Test
angegeben. Die geschétzten Koeffizienten folgen anschliessend an die Tabelle. Sie sind
direkt interpretierbar, ohne dass bekannt sein muss, mit welchen Kontrasten Faktoren
codiert werden.
Weitere Vorteile der Funktion regr werden sich bei der Residuen-Analyse und bei den
Methoden fiir andere Regressionsmodelle zeigen.

Resultate von regr
e Aufruf, mit dem das Objekt erzeugt wurde;
e  Haupttabelle* mit den Spalten

— coef: die geschitzten Koeffizienten [Aij fiir Variable mit einem einzigen Frei-
heitsgrad,

— stcoef: die standardisierten Koeffizienten [Aij = Bj Ssd(X ) /sd(Y),

— Rx2: Das Mass R? fiir Kollinearitét,

— df: Anzahl Freiheitsgrade,

— signif: Fiir Variable mit einem einzigen Freiheitsgrad wird hier die t-ratio
=T/ qé’?S%E) , der Quotient aus der klassischen t-Test-Statistik und ihrer Signi-
fikanzgrenze, angegeben. Die Nullhypothese 3; = 0 wird abgelehnt, wenn
die t-ratio betragsmaéssig grosser als 1 ist.

Fiir Faktoren und andere Terme mit mehr als einem Freiheitsgrad liefert die
Spalte eine monotone Transformation der Teststatistik des F-Tests, deren
Wert ebenfalls mit 1 verglichen werden kann, siehe 3.2.r.

— p value: Der P-Wert fiir den durchgefiithrten Test.

e Falls Faktoren oder andere Terme mit mehr als einem Freiheitsgrad vorkommen,
folgen die geschétzten Koeffizienten.

e Es folgen die Angaben {iber die geschéitzte Standardabweichung des Zufallsterms
(mit einer sinnvollen Bezeichnung!), das Bestimmtheitsmass und der Gesamt-
Test.

e Falls das Argument correlation=TRUE gesetzt wird, folgt die Korrelationsmatrix
der geschétzten Koeffizienten (siehe summary.1lm)
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Funktionen residuals, fitted. Die Residuen und die angepassten Werte sind als
Komponenten in der Resultat-Liste von 1m oder regr enthalten. Man kann sie also als
t.r$residuals resp. t.r$fitted.values ansprechen. Eleganter, weil auch in ande-
ren Modellen anwendbar, ist die Anwendung der Funktionen (,,Extraktor-Funktionen®)
residuals und fitted (oder synonym resid, fitted.values. Man schreibt also bei-
spielsweise residuals(t.r), um die Residuen zu erhalten. Achtung: Bei 1m ist, wenn
die Daten fehlende Werte (NA) enthalten, der Residuen-Vektor kiirzer als die Daten,
ausser wenn na.action=na.replace gesetzt wurde. Dann enthilt der Residuenvektor
selbst NAs fiir jene Beobachtungen, die fiir die Regressionsrechnung nicht verwendet
wurden.
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