7 Eine und zwei kategorielle Variable

7.1 Einleitung

In Umfragen wird fiir jede Frage vorzugsweise eine Liste von Auswahlantworten angeboten.
Es wird beispielsweise gefragt, welches von 5 Produkten man bevorzugt. In der Medizin
wird eine Diagnose bestimmt, die den Patienten einer Gruppe von Kranken zuweist. In
der Botanik kann man die Bliitenfarbe oder die Blattform festhalten. In der Technik kann
bei Gerate-Ausfillen eine Ursache, der Hersteller, die Produktions-Schicht u.a.m. notiert
werden.

In all diesen Beispielen entstehen kategorielle Daten. Eine kategorielle Variable hélt
fest, zu welcher Kategorie oder Klasse jede Beobachtungseinheit (Person, Objekt,
Zeitperiode, ...) beziiglich eines Merkmals gehort. In der Regression haben wir solche
Variable bisher nur als Eingangsvariable beniitzt und sie dann als Faktoren bezeichnet.
Manchmal entstehen solche Daten auch durch Klassierung von kontinuierlichen Merk-
malen: Man teilt beispielsweise Personen in die Altersklassen ,unter 26, ,,26-45%, ,,46-
65, ,,iiber 65“ ein. Dabei geht Information verloren, aber manchmal wird die Auswertung
einfacher versténdlich.

> Beispiel. In einer Umfrage zum Umweltschutz wurde unter anderem gefragt, ob man
sich durch Umweltschadstoffe beeintriichtigt fithle (Quelle: ,,Umweltschutz im Privatbe-
reich“. Erhebung des EMNID, Zentralarchiv fiir empirische Sozialforschung der Universitét
Koln, vergleiche Stahel (2002), 10.3.a). Die moglichen Antworten waren: (1) ,iiberhaupt
nicht beeintréchtigt®, (2) ,,etwas beeintrichtigt®, (3) ,,ziemlich beeintréichtigt und (4) ,,sehr
beeintrichtigt®.

Man interessiert sich u.a. dafiir, ob die Beeintrichtigung etwas mit der Schulbildung zu
tun hat. Man wird also dieses soziologische Merkmal ebenfalls erfragen und dazu die Schul-
bildung beispielsweise in die fiinf Kategorien (1) Volks-, Hauptschule ohne Lehrabschluss;
(2) mit Lehrabschluss; (3) weiterbildende Schule ohne Abitur; (4) Abitur, Hochschulreife,
Fachhochschulreife; (5) Studium (Universitét, Akademie, Fachhochschule) einteilen.

In der Umfrage wurde natiirlich auch das Alter und das Geschlecht erfasst. Wir werden das
Beispiel in den folgenden Kapiteln immer wieder aufgreifen und dabei auch Verbindungen
mit Antworten auf die Frage nach der Hauptverantwortung untersuchen, die die Befragten
(1) dem Staat, (2) den Einzelnen oder (3) beiden zusammen zuweisen konnten. <

Die Auswertung solcher Daten muss beriicksichtigen,

° dass Differenzen zwischen den Kategorien nicht sinnvoll als Unterschiede zwischen
Beobachtungseinheiten interpretiert werden kénnen, auch wenn man sie oft mit nu-
merischen Codes 1,2,..., bezeichnet;

° dass die moglichen Werte oft keine natiirliche Ordnung aufweisen; ist eine solche
doch vorhanden (Geféhrlichkeit einer Krankheit, Antworten von , gar nicht einver-
standen” bis ,,vollkommen einverstanden®, klassierte quantitative Variable usw.), so
spricht man von ordinalen Daten, andernfalls von nominalen Daten;

° dass fiir die meisten solchen Variablen nur wenige, vorgegebene Werte moglich
sind.
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Fine Normalverteilung oder eine andere stetige Verteilung kommt fiir solche Daten nicht
in Frage — ausser allenfalls als grobes erstes Modell, wenn wenigstens eine ordinale Skala
vorliegt.

Den ersten Schritt der Auswertung solcher Daten bildet ihre Zusammenfassung: Man
zihlt, wie viele Beobachtungseinheiten in die moglichen Kategorien oder Kombinatio-
nen von Kategorien fallen.

Die (absoluten oder relativen) Héufigkeiten werden in einem Stabdiagramm (Abbildung
7.1.e), einem Histogramm oder einem Kuchendiagramm (pie chart) dargestellt. Wir
zeichnen hier kein Kuchendiagramm, weil empirische Untersuchungen gezeigt haben, dass
diese weniger genau erfasst werden als Stabdiagramme (Cleveland, 1994).

Studium [
Abitur
ohne.Abi
Lehre
ungelernt
I I I I I I |
0 5 10 15 20 25 30 35
Anteil %

Abbildung 7.1.e: Stabdiagramm der Schulbildung im Beispiel der Umweltumfrage

Mit zwei kategoriellen Variablen entsteht eine (zweidimensionale) Kreuztabelle oder
Kontingenztafel.

Im Beispiel der Umweltumfrage zeigt Tabelle 7.1.f die Ergebnisse fiir die zwei Variablen
»Schulbildung® und ,,Beeintriachtigung®.

Beeintrichtigung (B)
nicht etwas zieml. sehr | Summe
ungelernt 196 73 35 17 321
Lehre | 410 224 78 35 747
Schulbildung (A) ohne.Abi | 152 131 70 28 381
Abitur 67 81 46 16 210
Studium 42 59 40 17 158
Summe | 867 568 269 113 1817

Tabelle 7.1.f: Schulbildung und Beeintriachtigung durch Umweltschadstoffe

Man kann natiirlich auch die Anzahlen fiir alle Kombinationen von drei und mehr Variablen
festhalten und spricht dann von héher-dimensionalen Kontingenztafeln.
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Durch die Zusammenfassung entstehen Héufigkeitsdaten, oft auch Zédhldaten genannt.
Modelle, die die Grundlage fiir die schliessende Statistik bilden, legen dann fest, mit wel-
chen Wahrscheinlichkeiten welche Anzahlen auftreten werden.

Lindsey (1995) legt Wert auf eine niitzliche Unterscheidung: Z&hldaten, die auf die ge-
schilderte Weise durch Auszihlen der Beobachtungseinheiten, die in bestimmte Kategorien
fallen, zu Stande kommen, nennt er ,frequency data“ (also Hiaufigkeitsdaten).

Wenn fiir jede Beobachtungseinheit eine Anzahl angegeben wird, beispielsweise die Zahl
der aufgetretenen Fehler in jeder Woche oder die Zahl der beobachteten Hirsche pro Bege-
hung, so spricht er von ,,count data“, was wir zur Unterscheidung vom zweideutigen Wort
Zahldaten mit Anzahldaten bezeichnen wollen. Ein solcher count kann irgendwelche Ob-
jekte oder Ereignisse zdhlen. Der wesentliche Unterschied ist der, dass fiir Haufigkeitsdaten
die unabhéingigen Beobachtungen zuerst zusammengefasst werden miissen. Die Variablen
fiir die urspriinglichen Beobachtungen sind dann keine Anzahlen, sondern kategorielle Va-
riable.

Héufig kann man bei statistischen Studien von der Problemstellung her eine Variable
als Zielgrésse oder Antwortfaktor erkennen, deren Zusammenhénge mit anderen, den
erklidrenden Variablen oder Faktoren durch ein Modell beschrieben werden sollen. Im
Beispiel der Umweltumfrage wird man die Beeintréichtigung oder auch die Benennung der
Hauptverantwortung als Antwortfaktor ansehen und die Einfliisse der Schulbildung oder
anderer soziologischer Merkmale auf diese Grosse erfassen wollen.

Es geht also darum, ein Regressionsmodell zu entwickeln, bei dem die Zielgrosse kategoriell
ist. Wenn die Zielgrosse nur zwei mogliche Werte hat, also binér ist, bietet die logistische
Regression das brauchbarste und einfachste Modell an. Die Verallgemeinerung auf mehr
als zwei mogliche Werte heisst multinomiale Regression. Fiir geordnete Zielgrossen gibt es
ebenfalls Erweiterungen; die wichtigste lduft unter dem Namen ,kumulative Logits®.

Diese Modelle gehoren zum allgemeineren Gebiet der Verallgemeinerten Linearen Mo-
delle (Generalized Linear Models), die bereits behandelt wurden.

Wenn die Variablen ., gleichberechtigt® behandelt werden sollen, kénnte man von einer
Fragestellung der multivariaten Statistik kategorieller Daten sprechen. Die Analyse
von Zusammenhéngen entspricht dann der Korrelations-Analyse von stetigen Daten.

Hierfiir bieten sich Methoden fiir Kontingenztafeln, vor allem die loglinearen Modelle
an, die wir in Kapitel 14.S.0.b behandeln werden. Loglineare Modelle eignen sich auch
dazu, Fragestellungen mit mehreren Antwortgrossen zu behandeln. Sie gehoren ebenfalls
zu den Verallgemeinerten Linearen Modellen.
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7.2 Modelle fiir Kreuztabellen

Zunichst wollen wir uns mit Zusammenhéngen zwischen zwei Variablen befassen. Die Da-
ten aus einer Umfrage, Beobachtungsstudie oder einem Versuch kann man, wie in 7.1.f
gesagt, in einer Kreuztabelle zusammenfassen. Wir fithren Bezeichnungen ein:

Variable B

1 2 3 k s | >
1 nii nie N3 ... N ... MNis | N1+
2 noa1 Nog N2z ... Nk ... MN2g | N2+

Variable A

h | np npa ... Nhk -+ Nhs | Nht
T | N1 MNpo ... Nk «-. Nps | Npy
Ylngr nye ... Nik ... Nis| N

Die Tabelle enthélt die absoluten Héufigkeiten nj; von Beobachtungen fiir zwei Variable
A und B, mit r resp. s Kategorien. Insgesamt gibt es rs Kombinationen. Die Rand-
héufigkeiten fiir die einzelnen Variablen werden mit nj,4 und njj bezeichnet.

Die Tabelle macht klar, welche Art von Daten wir erwarten. Damit wir irgendwelche Fra-
gen statistisch beantworten koénnen, brauchen wir ein Modell, das beschreibt, welche
Wahrscheinlichkeit jede moégliche Kombination von Werten fiir eine einzelne Be-
obachtung hat. Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, dass Variable A Ausprigung h
und Variable B Auspragung k erhélt, mit 7. Die Wahrscheinlichkeiten 7, legen die
gemeinsame Verteilung von A und B fest. Es muss Z,%k e = 1 gelten.

Die Randverteilungen der Variablen sind durch die Randsummen 7,4 = )", mp; und
Tk = ), Thi bestimmt. Interessante Modelle werden dadurch entstehen, dass man fiir
die 7, Einschriankungen einfiihrt.

Das einfachste Modell macht keine Einschriankungen. Die Wahrscheinlichkeiten werden
dann durch die relativen Haufigkeiten geschétzt,

Thk = Npi/n

Hier wurden die Njpi gross geschrieben, da sie jetzt Zufallsvariable sind. Die gesamte
Anzahl Beobachtungen n wird dagegen iiblicherweise als feste Zahl angenommen.

> Im Beispiel der Umweltumfrage (7.1.c) ergibt sich Tabelle 7.2.c. <

Wenn der Faktor A eine erkldrende Variable fiir die Zielgrosse oder den Antwortfaktor B
ist, dann ist es informativ, die Wahrscheinlichkeitsverteilung von B auf jeder Stufe von A
zu bilden, also die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Thk

zu betrachten. Eine Schéitzung fiir diese Grossen erhélt man, indem man die Np; durch
die Randsummen Npy teilt, 7, = Npk/Npy
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Beeintrichtigung (B)

nicht etwas zieml. sehr | Summe

ungelernt | 10.8 4.0 1.9 09 17.7

Lehre | 22.6  12.3 4.3 1.9 41.1

Schulbildung (A) ohne.Abi 8.4 7.2 39 15 21.0
Abitur 3.7 4.5 2.5 09 11.6

Studium 2.3 3.2 22 09 8.7

Summe | 47.7 313 148 6.2 | 100.0

Tabelle 7.2.c: Relative Haufigkeiten in Prozenten im Beispiel der Umweltumfrage

> Fiir das Beispiel zeigt Tabelle 7.2.d, dass die Beeintriachtigung mit hcherer Schulstufe
zunimmt. Dies sieht man noch besser in einer grafischen Darstellung, in der die Verteilun-
gen der Beeintrichtigung fiir die verschiedenen Schulbildungsklassen mit Histogrammen
verglichen werden (Abbildung 7.2.d). <

Beeintréichtigung (B)
nicht etwas zieml. sehr | Summe
ungelernt | 61.1 22.7 109 5.3 100
Lehre | 54.9 30.0 10.4 4.7 100
Schulbildung (A) ohne.Abi | 39.9 344 184 7.3 100
Abitur | 31.9 38.6 21.9 7.6 100
Studium | 26.6 37.3 25.3 10.8 100
Summe | 47.7 31.3 14.8 6.2 100

Tabelle 7.2.d: Beeintriachtigung der Gruppen in Prozentzahlen im Beispiel der Umweltum-
frage

ungelernt Lehre ohne Abi Abitur Studium
sehr [ d | = —
zieml. [ — — — —
etwas [ — — — —
nicht ‘ ] ‘I I ‘ — ‘ — ‘
0 50 0 50 0 50 0 50 0 50

Abbildung 7.2.d: Histogramme zum Vergleich der Beeintréchtigung fiir die Schulbildungs-
klassen im Beispiel der Umweltumfrage
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Die 7 legen die Wahrscheinlichkeiten fest, mit denen die einzelnen Beobachtungen in die
Zellen [h,k] der Tabelle fallen. Wenn wir nun n Beobachtungen machen, stellt sich die
Frage, welcher Verteilung die Hdufigkeiten Npj der Beobachtungen folgen.

Die Antwort liefert die Multinomiale Verteilung, die genau fiir solche Fille eingefiihrt
wurde (Stahel (2002), 5.5). Dass die Einzelwahrscheinlichkeiten 7, hier zwei Indizes tra-
gen, dndert an der Situation nichts. Es gilt also
n' ni1, ni2 Nrs
P<N11 = ’I’L11,N12 = nig, ---,Nrs = nrs> = m 7T11 7T12 g ooy Mg
Wir schreiben
[N11, N12, .oy Nps] ~ M(n; w11, T2, .0y Trg)

In englischen Biichern spricht man von multinomial sampling. Die Erwartungswerte der
Anzahlen Ny sind € (Npx) = nmpy.

In manchen Studien sind die einen Randtotale im Voraus festgelegt: Man befragt beispiels-
weise gleich viele Frauen und Méanner oder eine vorbestimmte Anzahl Mitarbeitende aus
jeder Hierarchiestufe. Im Sinne der Stichproben-Erhebungen zieht man eine geschichte-
te Stichprobe. Die N, sind also vorgegeben, Ny, = np+. Man erhilt » unabhéngige
Stichproben, und jede folgt einer Multinomialen Verteilung,

[Nnis Npoy ooy Nps| ~ M{npy; 1, Thoy -y Ths) ,  unabhéngig, fir h=1,....7 .
Man spricht von independent multinomial sampling.

Rechnungen und Uberlegungen kénnen einfacher werden, wenn man das folgende Modell
verwendet, das nicht nur die Randtotale frei ldsst, sondern sogar die Gesamtzahl N der
Beobachtungen als zufillig annimmt:

Zur Herleitung der Poisson-Verteilung wurden in Stahel (2002), 5.2.a, Regentropfen be-
trachtet, die auf Platten fallen. Hier stellen wir uns r - s Platten mit den Flidchen 7y vor.
Zahlt man die Regentropfen, die in einem festen Zeitabschnitt auf die Platten fallen, dann
wird ihre Gesamtzahl geméss der erwdhnten Herleitung eine Poisson-Verteilung P (\) ha-
ben, wobei A die erwartete Anzahl misst. Die Uberlegung gilt aber auch fiir jede einzelne
Platte: Ny ist Poisson-verteilt, und die erwartete Anzahl Ay ist proportional zur Fliche,
namlich A\pp = 7k - A, da 7, der Anteil der Platte [h, k] an der Gesamtfliche ist. Die
Zahlen der Tropfen, die im betrachteten Zeitraum auf die einzelnen Platten fallen, sind
stochastisch unabhingig.

Es ergibt sich das Modell der unabhingigen Poisson-Verteilungen (Poisson
sampling),

Npg ~ P(mpe - A) , unabhéngig fir h=1,...,rund k=1,...,s .

Die Wahrscheinlichkeiten werden

)\nhk
hk _ _—\
P<N11 =n11,N12:nlg,...,Nmznm> :H_‘e hk
h Vhk:

mit >\hk = 7Thk>\'
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Man kann im letzten Modell die Gesamtzahl N festhalten und die bedingte Verteilung
der Npi, gegeben N = n, betrachten. Das ergibt exakt das Modell der Multinomialen
Verteilung (7.2.¢), ...

* ... denn es gilt A=, , Ank, Tk = Ank/A und deshalb

NI e N
P(Niy=n11,Ni2=n12, .., Nps=nps | N=n) = H—e_ hk /— e
hok

nhk! n!
Nhk — A
. n! Hh,k )‘hk e 2ok Ank . n! Hﬁnhk
= . - — = . [
[T,k 7o! AZn i e [T 5, onse! hk

Hilt man zudem die Randtotale N = nj,, fest, dann erhélt man die unabhéngigen Mul-
tinomialen Verteilungen von 7.2.f. (Spéiter werden wir auch noch die anderen Randsummen

festhalten, siche 7.3.d, 7.3.1.)

Diese Zusammenhinge werden wir bei Wahrscheinlichkeitsrechnungen im Zusammen-
hang mit kategoriellen Daten immer wieder ausniitzen. Ein grundlegender Trick wird
darin bestehen, mit dem sehr einfachen Modell der unabhéngigen Poisson-Variablen
Npi zu arbeiten und nachher fiir die ,,Bedingtheit* Korrekturen vorzunehmen.

7.3 Unabhingigkeit von zwei Variablen und Vergleich von
Stichproben

Die Frage, ob zwei Variable mit einander in einem Zusammenhang stehen, ist eine grundle-
gende Frage der Wissenschaft. Sie verlangt nach einem Test fiir die stochastische Unabhén-
gigkeit — in unserem Zusammenhang die Unabhéngigkeit von zwei kategoriellen Grossen.

Eine Nullhypothese, die statistisch getestet werden soll, muss durch ein Wahrschein-
lichkeitsmodell beschrieben sein. Hier geht es darum, die der Nullhypothese entspre-
chenden Einschrinkungen an die mp; zu formulieren. Wenn die Variablen A und B
unabhingig sind, dann heisst das, dass

mh = P(A=h,B=k)=P(A=h) - P(B=k) = mpymyk
gilt. Fiir die Anzahlen Ny erhalten wir geméss 7.2.e die Erwartungswerte £ (Npx) =
Ay T4l
Um die Nullhypothese zu priifen, schéitzen wir die ws und bilden die Differenzen

Npk  Nhy Ny
n n n

Thk — Tha Tk =

Multipliziert man diese Ausdriicke mit n, so werden sie zu Differenzen zwischen den An-
zahlen Np; und

~0 R

MY = Niy N /n = nftn s T
welche man geméss dem vorhergehenden Absatz als die geschétzten Erwartungswerte die-
ser Anzahlen unter der Nullhypothese erkennt.
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Wenn diese Differenzen zu stark von null verschieden sind, ist die Nullhypothese zu ver-
werfen. Wie stark ,,zu stark® ist, konnen wir beurteilen, da geméss 7.2.h (ndherungsweise)

Ny ~ 77<)\§3€)> und deshalb var (Npi) & Api ist. Es ist also

(P) _ Nhk — A,
20)
)‘hk

nédherungsweise eine Grosse mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Fiir nicht allzu klei-
ne )\532 ist die Poisson-Verteilung ndherungsweise eine Normalverteilung, und R,(;Z) ist

standard-normalverteilt.

Um aus den standardisierten Differenzen eine einzige Teststatistik zu erhalten, bilden wir
wie beim Kriterium der Kleinsten Quadrate in der Regression ihre Quadratsumme

A(O) Nh+N+k/n

$(0)y2 2

P (Nnk — A\ug) Npi — Ny Nig/n

T:Z(Ri(zk))sz hk :Z( hk htNik/n) ‘
R,k R,k Ak

Diese Summe entspricht der allgemeinen ,,Merkform* einer Chi-Quadrat-Teststatistik

T Z ( beobachtety, — erwartetyy,)?
N o erwartety

Eine Quadratsumme von unabhéingigen, standard-normalverteilten Grossen ist chiquad-
rat-verteilt; die Anzahl Freiheitsgrade ist gleich der Zahl der Summanden. Die ,,kleine Kor-
rektur”, die durch das ,,Bedingen* auf die geschéitzten )\5104)_ und )\S?,z (oder die Randsummen
der Kreuztabelle) notig werden, besteht (wie in der linearen Regression mit normalverteil-
ten Fehlern) darin, dass die Zahl der Freiheitsgrade um die Anzahl solcher Bedingungen
reduziert wird. Es gibt r Bedingungen fiir die Zeilen und danach noch s — 1 unabhéngige
Bedingungen fiir die Spalten (da die Summen der Randsummen gleich sein miissen). So
erhélt man rs —r — (s — 1) = (r — 1)(s — 1) Freiheitsgrade.

In 7.2.f wurden die Randsummen np als fest betrachtet. Das entspricht dem Verlust der Frei-

heitsgrade durch die Schétzung der )\EIO_Z . Mt diesem Modell kann man also die bedingte Verteilung

der Teststatistik, gegeben die XEIOJZ oder die nj4 , untersuchen. Da auch die )\Sfli geschétzt werden,
muss auch auf die ny, bedingt werden. Man kann zeigen, dass die Chiquadrat-Verteilung mit der
angegebenen Zahl von Freiheitsgraden eine gute Néaherung fiir diese doppelt bedingte Verteilung

ist, vergleiche auch 7.3.1.

Zusammengefasst erhalten wir den Chiquadrat-Test fiir Kontingenztafeln:

Es sei zu testen

Hy : mp = mpy - mop — Unabhéngigkeit von A und B oder

Ho : 7, = 7y — (bedingte) Verteilung von B gegeben A = h ist gleich fiir alle h.
Teststatistik:

T — Z (Nhk — Nh+N+k/n)2
— NptNik/n '

Verteilung unter der Nullhypothese: T ~ X%r—l) (s—1)



7.3. UNABHANGIGKEIT VON 2 VAR., VERGLEICH VON STICHPROBEN 123

Damit die gendherte Verteilung brauchbar ist, diirfen die geschdétzten erwarteten Anzahlen

3\\533 = Np+Nig/n nicht zu klein sein. Nach van der Waerden (1971) und F. Hampel

(personliche Mitteilung aufgrund eigener Untersuchungen) kann folgende Regel aufgestellt

werden: Etwa 4/5 der 3\\533 miissen > 4 sein, die {ibrigen > 1. Bei vielen Klassen (rs
gross) koénnen einzelne Xﬁgg sogar noch kleiner sein (aus Stahel, 2002, Abschnitt 10.1.n).

> Im Beispiel der Umweltumfrage (7.1.c) fragten wir, ob die empfundene Beein-
trachtigung etwas mit der Schulbildung zu tun hat. Tabelle 7.3.f enthélt die erwarteten
Anzahlen und die R;L]Z). Deren Quadratsumme 7" = 110.26 ist deutlich zu gross fiir eine
chiquadrat-verteilte Grosse mit (5—1)(4 —1) = 12 Freiheitsgraden; der kritische Wert be-
tragt 21.03. Dem entsprechend gibt R als P-Wert eine blanke Null an. Die Nullhypothese

der Unabhéngigkeit wird also klar verworfen. <

Ak k Ryl k
h 1 2 3 4 h 1 2 3 4
1 153.2 100.3 475 20.0 | 3.5 |-27 -1.8 -0.7
2 3664 2335 1106 46,5 | 28 |-0.6 -3.1 -1.7
3 | 181.8 119.1 564 237 -22 | 1.1 18 09
4 11002 656 31.1 131 -33 | 19 27 0.8
) 754 494 234 98 || 38 | 14 34 23

Tabelle 7.3.f: Geschitzte erwartete Anzahlen 3\\20]3 und Pearson-Residuen R;L]Z)

der Umweltumfrage

im Beispiel

. .. . P . Lo
Die standardisierten Differenzen R,(m) werden Pearson-Residuen genannt. Sie kénnen

anzeigen, wie die Abweichung von der Nullhypothese zu Stande kommt.

Abbildung 7.3.g zeigt sie grafisch in Form eines association plots (Cohen (1980)). Die
gezeichneten Rechtecke richten sich in ihrer Hohe nach den Pearson-Residuen und in ihrer

Breite nach ihrem Nenner \/Xl(lo,g , so dass die Fléchen proportional zu den (Absolutwerten
der) Differenzen der Np; von ihren geschitzten Erwartungswerten 3\\533 werden.

Man kann die vorherige Frage auch anders formulieren: Antworten die Personen mit ver-
schiedener Schulbildung auf die Frage nach der Beldstigung gleich oder verschieden? Das
ist dann eine Frage des Vergleichs von Stichproben — den Stichproben aus den verschie-
denen Schulstufen. Diese Formulierung ldge vor allem dann nahe, wenn die Stichprobe
entsprechend der Schulbildung geschichtet erhoben worden wire, wenn man also aus den
verschiedenen Stufen jeweils eine vorgegebene Anzahl Personen befragt hitte. Sie wire
auch dann noch sinnvoll, wenn die Stichprobenumfinge in den verschiedenen Schichten
keinen Bezug zu ihrem Anteil in der Grundgesamtheit hétten.

Die Stichproben in den Schichten werden unabhéngig gezogen. Es geht also um den Ver-
gleich von unabhingigen Stichproben. Im Falle von kontinuierlichen Zufallsvariablen
war bei einem Vergleich unabhéngiger Stichproben meistens der ,,Lageparameter® (Erwar-
tungswert oder Median) von Interesse. Fiir kategorielle Variable macht diese Frage keinen
Sinn; man will hier testen, ob die ganzen Verteilungen der Variablen in den Schichten
iibereinstimmen. — Fiir geordnete Grossen ist die Gleichheit der Mediane oft wieder von
besonderer Bedeutung, und man kann die Rangtests (U-Test oder Kruskal-Wallis) verwen-
den.
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Beeintraechtigung

Abbildung 7.3.g: Association Plot fiir das Beispiel der Umweltumfrage

Es zeigt sich, dass die erwarteten Anzahlen fiir die einzelnen Zellen der Tabelle unter
der Nullhypothese, dass alle Stichproben der gleichen Verteilung folgen, genau nach der
Formel in 7.3.c zu berechnen sind — auch wenn jetzt die Randtotale np; nicht mehr
zufillig sind. Die Teststatistik 77, die dort angefiihrt wurde, zeigt auch die Abweichungen
von der neuen Nullhypothese an. Ihre Verteilung miisste jetzt, genau genommen, unter
dem Modell des independent multinomial sampling bestimmt werden. Das macht aber
keinen Unterschied, da bereits fiir den Test der Unabhéngigkeit die bedingte Verteilung,
gegeben die Randtotale, verwendet wurde.

Der Test zum Vergleich von unabhéngigen Stichproben ist deshalb mit dem Test fiir die
Unabhéngigkeit zweier Variablen identisch.

Fine Kreuztabelle mit nur zwei Zeilen und zwei Spalten wird Vierfeldertafel genannt.

> Beispiel Herzinfarkt und Verhiitungsmittel (Agresti, 2002, 2.1.3). Die 58 verhei-
rateten Patientinnen unter 45 Jahren, die in zwei englischen Spitalregionen wegen Herzin-
farkt behandelt wurden, und etwa drei Mal mehr Patientinnen, die aus anderen Griinden
ins Spital kamen, wurden befragt, ob sie je Verhiitungspillen verwendet hétten. Die Ergeb-
nisse zeigt Tabelle 7.3.j. Die Frage ist, ob Verhiitungspillen einen Einfluss auf Herzinfarkte
haben.

Zur Beantwortung der Frage vergleichen wir in den beiden Gruppen die Anteile derer, die
Pillen beniitzt hatten. Ist N1y /ny; = 23/58 = 40% signifikant von Nig/nye = 34/166 =
20% verschieden? <
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Herzinfarkt (B)

ja  nein | Summe

Verhiitungspille ja | 23 34 57
(A) nein | 35 132 167

Summe | 58 166 224

Tabelle 7.3.j: Kreuztabelle der Verwendung von Verhiitungspillen und Herzinfarkt.

k  Wir vergleichen also zwei Stichproben in Bezug auf eine binére Zielgrosse, oder anders

1*

gesagt: Wir fragen, ob die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis (die Pillenverwendung) in
zwei Gruppen (Herzinfarkt ja oder nein) gleich sei, was oft auch als Vergleich zweier
Wahrscheinlichkeiten bezeichnet wird.

Wie im allgemeinen Fall eignet sich der gleiche Test, um die Unabhingigkeit von zwei
Variablen zu testen — in diesem Fall von zwei bindren Variablen.

Die Teststatistik aus 7.3.c kann umgeformt werden zu

’I’L(’I’Ln’l’LQQ - ’I’L12TL21)2

NI4T 41742

T —

Sie ist wieder genéhert chiquadrat-verteilt, mit gerade mal (2—1)(2—1) = 1 Freiheitsgrad.
Die Néherung wird noch etwas besser, wenn man die so genannte ,,continuity correction®
von Yates verwendet (Hartung, Elpelt und Klosener, 2002, VII.1.2.1).

> Im Beispiel erhélt man

Pearson’s Chi-squared test with Yates’ continuity correction
X-squared = 7.3488, df = 1, p-value = 0.00671 N

Die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese ldsst sich in diesem Fall exakt bestimmen.
Wenn die Randtotale wieder als fest betrachtet werden, dann ist die ganze Tabelle bestimmt, wenn
noch eine der vier Zahlen aus dem Inneren der Vierfeldertafel bekannt ist — beispielsweise Nij.
Die Teststatistik hat ja einen einzigen Freiheitsgrad!

Die Verteilung ist durch die Wahrscheinlichkeiten

14 24
P(NH :n11> _ (nu)(n21) _ 7’Ll+! ) 7’LQ+! / n! _ n1+!n2+!n+1!n+2!
n
(n+1) TL11!7’L12! 7’L21!TL22! TL+1!7’L+2! n!nll!TLlQ!an!TLQQ!

gegeben. Sie wird hypergeometrische Verteilung genannt. Wenn diese Verteilung beniitzt wird,
spricht man vom exakten Test von Fisher.

Hier werden die Randsummen nicht nur fiir einen Faktor festgehalten wie in 7.2.f, sondern fiir beide.
Die hypergeometrische Verteilung entsteht also aus dem Modell der unabhéngigen Multinomialen
Verteilungen, indem man in diesem Modell die bedingte Verteilung von Nj;, gegeben Ni; und
N2, bestimmt, vergleiche 7.3.d.
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Fiir kontinuierliche Variable werden in Statistik-Einfithrungsbiichern nicht nur unabhén-
gige, sondern auch verbundene Stichproben verglichen. Fiir jede Beobachtungseinheit
werden also zwei Variable Y1) und Y ermittelt, beispielsweise das gleiche Merkmal
vor und nach einer Behandlung. Man fragt meistens, ob sich der Erwartungswert (oder
ein anderer Lageparameter) verindert hat. Dazu bildet man Differenzen Y@ —y® yund
priift, ob sie zuféllig um 0 herum streuen.

Fiir kategorielle Variable machen Lageparameter und Differenzen keinen Sinn. Wir fragen
wieder allgemeiner, ob sich die Verteilungen der beiden Variablen unterscheiden. Damit die
Frage Sinn macht, miissen zunéchst beide gleich viele mogliche Werte haben (r = s), und
diese miissen einander in natiirlicher Weise entsprechen. Die Verteilungen sind nun nicht
nur dann gleich, wenn alle Yi(l) = Y;(Q) sind, sondern auch dann, wenn die ,,Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten® 7y, paarweise iibereinstimmen, also 7w = gy gilt. Das ldsst sich

recht einfach testen.

In einer Vierfeldertafel verwendet man dazu den McNemar-Test. Die Nullhypothese
heisst

Hy : m4 = w41 oder, dquivalent dazu, mo = o1 .

Teststatistik und Verteilung: N1 ~ B(Ni2 + Noi, 1/2). Man betrachtet also die be-
dingte Verteilung der Anzahl der Wechsel von 1 nach 2 (oder von 2 nach 1), gegeben
die Anzahl aller Wechsel. Die Beobachtungen, fiir die beide Variablen den gleichen Wert
haben, gehen nicht direkt in den Test ein. Sie verringern nur die ,,Anzahl Versuche* fiir
die Binomialverteilung.

Wenn die Kreuztabelle mehr als zwei Zeilen und Spalten hat, lisst sich die Nullhypothese 7, = g
fiir alle A < k mit einer Erweiterung dieses Tests priifen: Es ist

(Npe — N,
r=y G No)?
bk nk + Ngn

gendhert chiquadrat-verteilt; die Anzahl Freiheitsgrade stimmt mit der Anzahl Summanden iiber-
ein. Es ist aber wichtig, zu bemerken, dass ein solcher Test nicht eigentlich das priift, was am
Anfang gefragt wurde; die Verteilungen von Y und Y kénnen nimlich auch gleich sein, wenn
nicht alle mp, = m, sind! Wie man es richtig macht, ist dem Autor im Moment nicht bekannt.

Die Statistik-Programme setzen normalerweise voraus, dass die Daten in der Form der
urspriinglichen Daten-Matrix eingegeben werden, dass also fiir jede Beobachtung i der
Wert der Faktoren, A;, B;, in einer Zeile eingegeben wird. Im Beispiel der Herzinfarkte
sind das 224 Zeilen, fiir jede Patientin eine. Die Kreuztabelle mit den N, erstellt das
Programm dann selbst.

Wenn man die Kreuztabelle direkt zeilenweise eingibt, kénnen die meisten Programme
nichts damit anfangen. Immerhin kann man jeweils die Beobachtungen, die in beiden (spé-
ter: allen) Variablen iibereinstimmen, zusammenfassen. In einer Zeile der Eingabe stehen
dann die Werte der beiden Variablen und die Anzahl der entsprechenden Beobachtungen.
Fiir das Beispiel 7.3.j schreibt man die Daten in der folgenden Form auf:

A B N
11 23
1 2 35
2 1 34
2 2 132

Die Spalte mit den Anzahlen muss dann oft als ,,Gewicht“ angesprochen werden.
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7.4 Abhéangigkeit von zwei Variablen

a  Wenn zwei Variable nicht unabhéngig sind, mdchte man ihre Abhéngigkeit durch eine Zahl
charakterisieren, die die Stirke des Zusammenhangs misst. Fiir quantitative Variable gibt
es dafiir die verschiedenen Korrelationen (Pearson- und Rangkorrelationen), die eng mit-
einander verwandt sind (Stahel (2002) 3.2). Fiir kategorielle Merkmale gibt es verschiedene
Vorschlége.

Besonders bedeutungsvoll und gleichzeitig einfach zu interpretieren sind solche Masse im
Fall eines bindren Antwortfaktors B, weshalb dieser Fall ausfiihrlicher diskutiert werden
soll. Die Wortwahl der Begriffe stammt teilweise aus der Medizin, in der das Vorhandensein
einer Krankheit (B=1) in Zusammenhang gebracht mit einer Gruppierung (Faktor A),
die die ,,Exposition“ oder , Risikogruppe* erfasst.

b Wir bezeichnen die bedingte Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses B = 1, gege-
ben die Gruppe A = h, als das Risiko 7y, = P(B=1|A=h) = 7,1 /7, fiir die Gruppe
h.

Zum Vergleich des Risikos zwischen zwei Gruppen dienen

° die Risiko-Differenz, my; — 5. Dieses Mass ist wenig bedeutungsvoll; es kann al-
lenfalls sinnvoll interpretiert werden, wenn man die einzelnen my);, ungeféihr kennt.

° das relative Risiko, my|; /7). Fiir kleine Risiken ist dies brauchbarer als die Risiko-
Differenz. Ein relatives Risiko von 4 bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis in Gruppe eins 4 mal grosser ist als in Gruppe zwei.

c Das niitzlichste Mass fiir den Vergleich von Risiken bildet das Doppelverhéltnis, eng-
lisch préziser odds ratio genannt.
Zunéchst brauchen wir den Begriff des Wettverhéltnisses , englisch odds. Zu einer
Wahrscheinlichkeit, hier P (B =1), gehort ein Wettverhéltnis P(B=1) /(1—- P(B=1))
= P(B=1)/P(B=0). Es driickt aus, wie eine Wette abgeschlossen werden miisste,
wenn die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bekannt wére und die Wette keinem Part-
ner einen positiven Erwartungswert des Gewinns/Verlusts bringen sollte. Eine Wahr-
scheinlichkeit von 0.75 entspricht einem Wettverhéaltnis von 3 :1 = 3.
Wir vergleichen nun die Wettverhéltnisse fiir die beiden Gruppen h = 1 und h = 2,
indem wir ihren Quotienten bilden,

9_p<B:1|A:1>/P(B:1|A:2>_m/@_mmzz

P<B:2|A:1> P<B:2|A:2> 2|1 2|2 12721
So entsteht ein Verhéltnis von Verhéltnissen; deshalb der Name Doppelverhéltnis. Es
fallt auf, dass im Falle von zwei Gruppen, also einer bindren Variablen A, die Rollen von
A und B vertauschbar sind. Das Doppelverhéltnis ist also ein symmetrisches Mass fiir
die Abhéngigkeit von zwei binéiren Variablen — wie die Korrelation fiir kontinuierliche
Variable es ist.

d Ein odds ratio von 1 bedeutet, dass die odds und damit die (bedingten) Wahrscheinlich-
keiten in beiden Gruppen gleich sind. Wenn nur zwei Gruppen vorhanden sind, ist dies
gleichbedeutend mit der Unabhéngigkeit von A und B. Ein Doppelverhéltnis, das > 1 ist,
bedeutet in diesem Fall, dass die Wahrscheinlichkeit, fiir beide Variablen den gleichen Wert
zu erhalten, gegeniiber der Unabhéngigkeit erhoht ist — also eine ,,positive Abhéngigkeit“.
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e Noch einfacher zu handhaben ist das logarithmierte Doppelverhéltnis (log odds
ratio) 4 = log(0).
Wir betrachten zunéchst den Logarithmus der Wettverhiéltnisse, die ,log odds“
log(P(B=1|A=h)/(1-P(B=1]| A=h)) fir die beiden Gruppen A=h=1 und
h=0.
Das logarithmierte Doppelverhéltnis ist gleich der Differenz der log odds fiir die beiden
Gruppen,

P(B=1|A=1) P(B=1| A=0)
v = 1°g<<1—P<B=1|AL=1>>>‘log<<1—P<B=1|At=o>>>
= 10g<7T11/7T10> — log<7r01/71'00> = lOg<7T11> — log(/mo) — 10g<7‘l’01> —|—10g<7r00> 5

Diese Grosse hat folgende Eigenschaften:
° 0 = 0 bei Unabhéngigkeit,

° 9 > 0 bei positiver Abhéngigkeit,
° 9 < 0 bei negativer Abhéngigkeit.

° Vertauscht man die Kategorien (1 und 2) der einen Variablen, so wechselt nur das
Vorzeichen von .

Im Unterschied zu einer ., gewohnlichen“ (Pearson-) Korrelation ist # aber nicht auf

das Intervall [—1,1] begrenzt.

f Zuriick zum Begriff des Risikos. Fiir kleine Risiken ist 71 & w12 und ebenso moy & mas.
Deshalb wird das relative Risiko ndherungsweise gleich

T T4 | T11722

f— ~

1|2 14721 Ti2Ma1
also gleich dem Doppelverhéltnis.

g  Wenn man die Randverteilung der Variablen A &dndert, die bedingten Wahrscheinlichkeiten
von B gegeben A aber unverdndert lisst, so dndert sich das Doppelverhéltnis nicht. Das
erweist sich als sehr niitzlich, wenn man an geschichtete Stichproben denkt: Wenn man die
Schichten verschieden intensiv untersucht, &ndert man dadurch zwar die 7y, aber nicht
die 75, und die Doppelverhéltnisse bleiben gleich!

h  Wenn mehr als zwei Klassen fiir die Faktoren vorliegen, ist die sinnvolle Definition von
odds ratios nicht mehr eindeutig. Man kann fiir jede Kombination von Klassen [h, k] das
Doppelverhéltnis 0y fiir die Ergebnisse B = k und B # k fiir A = h gegeniiber A # h
bilden und erhélt

Thik Zh/;éhjg’;ék Th! k!
Tht — Thie) (Tk — This)
Die Doppelverhéltnisse héingen dann wieder nicht von den Randsummen ab.

9hk=(

Eine andere sinnvolle Definition lautet

PB=Fk|A= h>/P<B —KlA=N) T / Thlh' | kTR

Oy = - -
ME T PB=K[A=h) | PB=KA=N) mun/ Tww  mwkm

— das heisst, man vergleicht nur die Populationen von 2 Gruppen mit einander und l&sst
alle tibrigen Beobachtungen unberiicksichtigt.

Unabhéngigkeit der beiden Faktoren bedeutet, dass alle Doppelverhéltnisse gleich 1 sind.
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Es gibt Vorschldge fiir Gesamt-Masse der Abhéngigkeit zwischen kategoriellen Variablen.
Wir verweisen auf Agresti, 2002, 2.3.

Die Doppelverhéltnisse miissen in den Anwendungen ja geschétzt werden. Es ist zunéchst
naheliegend, statt der Wahrscheinlichkeiten 7, jeweils relative Haufigkeiten Ny /n in die
Definition einzusetzen. Da Npp = 0 werden kann, muss man diesen Vorschlag abdndern:

Man schéatzt
(Nhh + 0.5) (Nkk + 0.5)

(Nhk + 0.5) (Nkh + 0.5) ’
Diese Schétzungen weichen natiirlich um eine zufillige Grosse von ihrem Modellwert ab.

Die Streuung der Abweichung hingt von den Randsummen ab, im Gegensatz zum zu
schitzenden Parameter selbst!

Onr =

Weitere Abhéngigkeitsmasse sieche Clogg and Shihadeh (1994).

7.5 Anmerkungen zu medizinischen Anwendungen

In der Studie zum Herzinfarkt-Risiko (7.3.j) wurde eine Gruppe von Patientinnen, die
einen Infarkt erlitten hatten, verglichen mit einer Gruppe von Frauen, die davon nicht
betroffen waren. Eine solche Untersuchung wird retrospektive Studie (oder nach dem
englischen case control study auch Fall-Kontroll-Studie) genannt; man versucht nach der
Manifestation der Krankheit riickblickend zu ergriinden, welche Faktoren sie begiinstigt
haben.

Aus der genannten Studie lasst sich das Risiko fiir einen Herzinfarkt nicht abschéitzen, denn
der Anteil der Frauen mit Herzinfarkt wurde ja durch den Rahmen der Untersuchung auf
58/224=26% festgelegt. Das ist gliicklicherweise nicht das Risiko fiir einen Herzinfarkt!
Was sich aus einer retrospektiven Studie korrekt schiitzen lisst, sind Doppelverhiltnisse,
die die Erhohung des Risikos durch die untersuchten , Risikofaktoren“ messen.

Wie fiir die meisten Krankheiten ist auch fiir den Herzinfarkt bei Frauen das absolute
Risiko in der Bevolkerung bekannt. Aus einer entsprechenden Angabe und einem Doppel-
verhéltnis kann man die Risiken fiir die untersuchten Gruppen bestimmen (siche Ubungen).

Ein absolutes Risiko kann man auch schéitzen, wenn man eine Zufallsstichprobe aus der Be-
volkerung zieht. Eine solche Vorgehensweise nennt man auch Querschnittstudie (cross
sectional study). Sie eignet sich allerdings nur fiir verbreitete Krankheiten, da sonst eine
riesige Stichprobe gezogen werden muss, um wenigstens einige Betroffene drin zu haben.
Wenn man untersuchen will, wie die Lebensgewohnheiten mit einer Krankheit zusam-
menh#ngen, muss man ausserdem mit der Schwierigkeit rechnen, dass sich die Leute nur
schlecht an ihre fritheren Gewohnheiten erinnern und dass diese Erinnerung ausserdem
durch die Krankheit beeinflusst sein kénnte.

Zu préaziseren Daten gelangt man — allerdings mit viel grosserem Aufwand — mit einer
so genannten Kohorten-Studie: Eine (grosse) Gruppe von Menschen (Kohorte) wird
ausgewahlt aufgrund von Merkmalen, die mit der Krankheit nichts zu tun haben und
bevor die Krankheit bei jemandem von ihnen ausgebrochen ist. Im Idealfall zieht man
eine einfache Stichprobe aus einer Grundgesamtheit, iiber die man etwas aussagen moch-
te. Die Ausgangslage wird durch die Erfassung der Lebensgewohnheiten oder -umsténde
u.a. festgehalten. Nach oft recht langer Zeit untersucht man, welche Personen bestimm-
te Krankheitssymptome entwickelt haben, und priift, ob sich Gruppen mit verschiedenen
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Ausgangssituationen diesbeziiglich unterscheiden. Ein allfdlliger Unterschied héingt mit der
Ausgangssituation direkt oder indirekt zusammen.

Die prizisesten Schlussfolgerungen erlauben die klinischen Studien (clinical trials): Ein
Kollektiv von Patienten wird festgelegt, beispielsweise alle Patienten, die mit bestimmten
Symptomen in eine Klinik eintreten. Sie werden mit einem Zufallsmechanismus (Zufalls-
zahlen) einer Behandlungsgruppe zugeteilt. Wenn sich Krankheitsmerkmale nach erfolgter
Behandlung in den verschiedenen Gruppen unterschiedlich zeigen, kommt wegen der zu-
falligen Zuordnung nur die Behandlung als Ursache dafiir in Frage. Diese Untersuchungen
eignen sich deshalb, um die Wirksamkeit und die Nebenwirkungen von Medikamenten und
anderen Behandlungen genau zu erfassen.

Die Kohorten- und die klinischen Studien werden im Gegensatz zu den retrospektiven
Studien als prospektiv bezeichnet, da man die Personen in die Untersuchung einbezieht,
wenn die unterschiedlichen Behandlungen oder Bedingungen noch in der Zukunft liegen.
Schliisse auf Wirkungszusammenhiinge sind nur fiir die klinischen Studien zuléssig.
Die andern drei Typen von Studien werden meist verwendet, um Fragestellungen der
Priaventivmedizin zu untersuchen; sie gehoren zum Gebiet der Epidemiologie.



8 Zweiwertige Zielgrossen, logistische
Regression

8.1 Einleitung

Die Regressionsrechnung ist wohl die am meisten verwendete und am besten unter-
suchte Methodik in der Statistik. Es wird der Zusammenhang zwischen einer Zielgrdsse
(allenfalls auch mehrerer solcher Variablen) und einer oder mehreren Eingangsgréssen
oder erklirenden Gréssen untersucht.

Wir haben die multiple lineare Regression ausfiihrlich behandelt und dabei vorausgesetzt,
dass die Zielgrosse eine kontinuierliche Grosse sei. Nun wollen wir andere Félle behandeln
— zunéichst den Fall einer binéren (zweiwertigen) Zielgrésse. Viele Ideen der multiplen
linearen Regression werden wieder auftauchen; einige miissen wir neu entwickeln. Wir
werden uns wieder kiitmmern miissen um

° Modelle,
° Schatzungen, Tests, Vertrauensintervalle fiir die Parameter,
° Residuen-Analyse,

° Modellwahl.

> Beispiel Frithgeburten. Von welchen Eingangsgrossen hingt das Uberleben von
Frithgeburten ab? Hibbard (1986) stellte Daten von 247 Sduglingen zusammen. In Ab-
bildung 8.1.b sind die beiden wichtigsten Eingangsgrossen, Gewicht und Alter, gegenein-
ander aufgetragen. Das Gewicht wurde logarithmiert. Die iiberlebenden Sduglinge sind
durch einen offenen Kreis markiert. Man sieht, dass die Uberlebenschancen mit dem Ge-
wicht und dem Alter steigen — was zu erwarten war.

In der Abbildung wird auch das Ergebnis einer logistischen Regressions-Analyse gezeigt,
und zwar mit ,,Hohenlinien“ der geschiitzten Wahrscheinlichkeit des Uberlebens. <

Die Zielgrosse Y ist also eine zweiwertige (binére) Zufallsvariable. Wir codieren die beiden
Werte als 0 und 1. Im Beispiel soll Y; = 1 sein, wenn das Baby iiberlebt, und andernfalls
= 0. Die Verteilung einer binéren Variablen ist die einfachste Verteilung, die es gibt. Sie
ist durch die Wahrscheinlichkeit P(Y =1) festgelegt, die wir kurz mit 7 bezeichnen. Es
gilt P(Y =0) = 1 — m. Diese einfachste Verteilung wird Bernoulli-Verteilung genannt;
ihr Parameter ist 7.

Wir wollten untersuchen, wie die Wahrscheinlichkeit P(Y; =1) von den Eingangsgrossen
abhéngt. Wir suchen also eine Funktion h mit

P(Y;=1) = h<x§1),x§2), ...,xz(m)> .

Konnten wir die multiple lineare Regression anwenden? — Das ist schwierig, denn es gibt
keine natiirliche Aufteilung Y; = h<x(1),...,x§m)> + E; in Regressionsfunktion h und

)

Zufallsabweichung F;.

Version Dezember 2009, © W. Stahel
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Abbildung 8.1.b: Logarithmiertes Gewicht und Alter im Beispiel der Frithgeburten. Die
Uberlebenden sind mit o, die anderen mit [J markiert. Die Geraden zeigen die Linien
gleicher Uberlebenswahrscheinlichkeiten (0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9) geméss dem geschitzten
logistischen Modell.

Man kann aber die Erwartungswerte betrachten. Es gilt geméss der Regression mit nor-
malverteilten Fehlern

7'%.52)7 *

(m)

E(Y) = 0-P(Y;=0)+1- P(Y;=1)

E(Y;) = h<x(1>

)

Fiir eine bindre Grosse Y; gilt

Also kann man in der ersten Gleichung P(Y; =1) durch £(Y;) ersetzen. In diesem Sinne
sind die beiden Modelle gleich.

In der multiplen linearen Regression wurde nun fiir A die lineare Form vorausgesetzt,
P(a®, 2@, 2 = By + Bzl + Ba® 4+ Bal™

Koénnen wir eine solche Funktion A fiir die Wahrscheinlichkeit P(Y; =1) brauchen? —
Leider nein: Wenn ein 3; # 0 ist, werden fiir geniigend extreme () -Werte die Grenzen 0
und 1, die fiir eine Wahrscheinlichkeit gelten miissen, {iberschritten.

In der linearen Regression wurden Transformationen der Zielgrosse in Betracht gezogen,
um die Giiltigkeit der Annahmen zu verbessern. Ebenso werden wir jetzt die Wahrschein-
lichkeit P(Y;=1) so transformieren, dass ein lineares Modell sinnvoll erscheint.
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Modell. Eine iibliche Transformation, die Wahrscheinlichkeiten (oder anderen Grossen,
die zwischen 0 und 1 liegen) Zahlen mit unbegrenztem Wertebereich zuordnet, ist die so
genannte Logit-Funktion

g{m) = log<£> = log (r) — log (1 — ) .

Sie ordnet den Wahrscheinlichkeiten 7 das logarithmierte Wettverhéltnis (die log odds)
zu (7.4.e).

Fir g(P(Y;=1)) konnen wir nun das einfache und doch so flexible Modell ansetzen,
das sich bei der multiplen linearen Regression bewé#hrt hat. Das Modell der logistischen
Regression lautet

g(P(Y;=1)) = 10g<< P(Y;=1))

_ SN o N (1) (2) (m)
1—P<YZ-:1>> Bo+ brx; " + o + .o 4 By

Die rechte Seite heisst auch linearer Pradiktor und wird mit n; (sprich ,dta*) bezeichnet,
1 2
i :50+5136§ ) +52m§ ) +...+5mx§m) .

Mit den Vektoren z; = [1,x§1),x§2),...,x§m)]T und 3 = (1,81, B2, .y Brn]T kann man das
abkiirzen zu
ni=xzl .

Wie in der linearen Regression wird vorausgesetzt, dass die Beobachtungen Y; stochastisch
unabhéngig sind.

An die X-Variablen werden ebenso wenige Anforderungen gestellt wie in der multiplen
linearen Regression 3.2 Es konnen auch nominale Variable (Faktoren) (3.2.e) oder abge-
leitete Terme (quadratische Terme, 3.2.v, Wechselwirkungen, 3.2.t) verwendet werden.

Es ist niitzlich, wie in der linearen Regression zwischen den Eingangsgrossen und den
daraus gebildeten X -Variablen oder Regressoren zu unterscheiden.

Die Funktion g, die die Erwartungswerte £ (Y;) in Werte des linearen Prédiktors verwan-
delt, nennt man die Link-Funktion. Die logistische Funktion ist zwar die iiblichste, aber
nicht die einzige geeignete Link-Funktion fiir bindre Zielgrossen. Im Prinzip eigenen sich
alle strikt monotonen Funktionen, die den moglichen Werte zwischen 0 und 1 alle Zahlen
zwischen —oo und +oo zuordnen — genauer, fir die g(0) = —oo und g(1) = oo ist,
vergleiche 8.2.j.

> Im Beispiel der Friihgeburten (8.1.b) wird die Wahrscheinlichkeit des Uberlebens
mit den weiter unten besprochenen Methoden geschétzt als

g(P(Y =1]log,(Gewicht),Alter)) = —33.94 4 10.17 - 1log;, (Gewicht) + 0.146 - Alter .

Die Linien gleicher geschétzter Wahrscheinlichkeit wurden in Abbildung 8.1.b bereits ein-
gezeichnet. Abbildung 8.1.h zeigt die Beobachtungen und die geschitzte Wahrscheinlich-
keit, aufgetragen gegen den linearen Pradiktor n = —33.94 + 10.17 - log;, (Gewicht) +
0.146 - Alter. <
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Abbildung 8.1.h: Die geschiitzte Wahrscheinlichkeit P(Y; =1) als Funktion des linearen
Pradiktors, zusammen mit den Beobachtungen, im Beispiel der Frithgeburten

In der Multivariaten Statistik wird die Diskriminanzanalyse fiir zwei Gruppen behan-
delt. Wenn man die Gruppen-Zugehorigkeit als (binére) Zielgrosse Y; betrachtet, kann
man fiir solche Probleme auch die logistische Regression als Modell verwenden. Die multi-
variaten Beobachtungen CEZ(J ), aus denen die Gruppenzugehorigkeit ermittelt werden soll,
sind jetzt die Eingangs-Variablen der Regression. Der lineare Pradiktor iibernimmt die
Rolle der Diskriminanzfunktion, die ja (in der Fisherschen Diskriminanzanalyse) ebenfalls
linear in den mgj ) war. Die Beobachtungen, fiir die 7; > ¢ mit ¢=0 (oder allenfalls ei-
ner anderen geeigneten Grenze c¢) gilt, werden der einen, die tibrigen der andern Gruppe

zugeordnet.

Typische Anwendungen fiir die logistische Regression sind:

° In toxikologischen Untersuchungen Toxikologie wird die Wahrscheinlichkeit festge-
stellt, mit der eine Maus bei einer bestimmten Giftkonzentration iiberlebt (oder
stirbt). Stichwort Dosis-Wirkungskurven (dose-response curves).

° In der Medizin denken wir lieber an den entgegengesetzten Fall: Wird ein Patient bei
einer bestimmten Konzentration eines Medikaments innerhalb einer vorgegebenen
Zeit gesund oder nicht?

° Oft ist von Interesse, mit welcher Wahrscheinlichkeit Geréite in einer bestimmten
Zeitperiode ausfallen, gegeben einflussreiche Grossen wie z.B. die Temperatur.

° In der Qualititskontrolle wird das Auftreten eines Fehlers an einem Produkt un-
tersucht, z.B. vergleichend fiir verschiedene Herstellungsverfahren.

° In der Biologie stellt sich hdufig die Frage, ob ein bestimmtes Merkmal bei Lebewesen
vorhanden ist und inwieweit ein Unterschied beispielsweise zwischen weiblichen und
ménnlichen Lebewesen besteht.

° Im Kreditgeschift oder im Customer relationship management sollen die ,, guten®
von den ,,schlechten* Kunden getrennt werden.
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° Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, wenn man beriicksich-
tigt, wie das Wetter heute ist? Allgemein soll die Zugehorigkeit zu einer von zwei
Gruppen erfasst und es soll untersucht werden, inwieweit sie durch gegebene Ein-
gangsgrossen genauer bestimmt werden kann.

Ausblick. In der logistischen Regression wird also eine binére Zielgrosse untersucht.

In anderen Situationen zdhlt man Félle (Individuen, Einheiten) mit bestimmten Eigen-
schaften. Das fithrt zu dhnlichen Schwierigkeiten bei Verwendung von Kleinsten Quadra-
ten und zu Modellen, in denen die Zielgrosse Poisson-verteilt ist. Die fiir diese Situation
geeignete Methodik heisst Poisson-Regression.

Solche Modelle dienen auch der Analyse von Kontingenztafeln, die in den Sozialwis-
senschaften eine wesentliche Rolle spielen. Sie heissen dann log-lineare Modelle. Wir
werden sie in Kapitel 14.5.0.b ausfiihrlicher behandeln.

Logistische Regression, Poisson-Regression und log-lineare Modelle bilden Spezialfille des
Verallgemeinerten Linearen Modells. Die statistische Methodik kann zum grossen
Teil allgemein fiir alle diese Modelle formuliert werden. Wir behandeln hier zuerst den
wichtigsten Spezialfall, die logistische Regression, werden aber teilweise auf Theorie ver-
weisen, die allgemein fiir Verallgemeinerte Lineare Modelle gilt und deshalb dort behandelt
wird.

Literatur.

Entsprechend dieser Einordnung gibt es umfassende und spezialisiertere Biicher:

° Schwerpunktméssig mit logistischer Regression befassen sich Cox (1989) und Collet
(1991, 1999). Beide Biicher sind gut zu lesen und enthalten auch wertvolle Tipps
zur Datenanalyse. Umfassender ist das Buch von Agresti (2002). Es behandelt auch
log-lineare Modelle. Die einfachere Variante Agresti (2007) ist sehr zu empfehlen.

° Biicher iiber Generalized Linear Models enthalten jeweils mindestens ein Kapitel
iiber logistische Regression. Das klassische Buch von McCullagh and Nelder (1989)
entwickelt die grundlegende Theorie und ist ,,trotzdem* gut verstdndlich geschrieben.
Das Kapitel iiber logistische Regression (“Binary Data”) behandelt dieses Thema in
vorziiglicher Art. Eine elegante, kurze Abhandlung der Theorie bietet Dobson (2002).

8.2 Betrachtungen zum Modell

Im Modell der logistischen Regression ist das logarithmierte Wettverhéltnis gleich dem
linearen Pradiktor n; (8.1.f)

Umgekehrt kann man auch aus solchen n-Werten auf die Wahrscheinlichkeiten zuriicksch-
liessen. Dazu braucht man die ,inverse Link-Funktion®, also die Umkehrfunktion

-1 _ exp (1)
g <>_1—i—exp(n>7

die so genannte logistische Funktion, die der logistischen Regression den Namen gegeben
hat. Thre Form ist durch die Linie in Abbildung 8.1.h gegeben.
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Interpretation der Koeffizienten. Die logarithmierten Wettverhéltnisse fiir Y; =1 sind,
wie gesagt, eine lineare Funktion der Pradiktoren xgj ) n Analogie zur linearen Regression
kénnen wir jetzt die Wirkung der einzelnen z-Variablen formulieren: Erhoht man () um
eine Einheit, dann erhoht sich das logarithmierte Wettverhéltnis zu Gunsten von Y =1 um
Bj — wenn alle anderen z®) dabei gleich bleiben. (Das Letztere ist nicht immer moglich.
Beispielsweise ist ja in der quadratischen Regression z(2) = (z(1)2.)

Fiir die unlogarithmierten Wettverhéltnisse gilt

Py =1 , -
ey 2(m)
= % . exp(f) Vo exp {(Bm) )

Erhoht man () um eine Einheit, dann erhéht sich deshalb das Wettverhiltnis zu Gunsten
von Y =1 um den Faktor % . Anders ausgedriickt: Setzt man das Wettverhiltnis fiir den
erhohten Wert z(9) = z + 1 zum Wettverhiltnis fiir den Ausgangswert () = 2 ins
Verhéltnis, so erhélt man

odds(Y =1| 20 =2 4 1)

. = b,
odds(Y =1 20) = z)

Solche Quotienten von Wettverhiltnissen haben wir unter dem Namen Doppelverhélt-
nisse oder odds ratios in 7.4.c eingefiihrt.

> Im Beispiel (8.1.b) lassen sich die Schétzungen (aus 8.3.h) folgendermassen interpre-
tieren: Fiir ein Individum mit log;,(Gewicht) =3.1,Alter =28 erhilt man als Schéitzung
fiir das logarithmierte Wettverhéltnis —33.94+10.17-3.1+0.146-28 = 1.68 und damit ein
Wettverhltnis fiir das Uberleben von exp (1.68) = 5.4. Die geschitzte Wahrscheinlichkeit
fiir das Uberleben betrégt g 1(5.4) = 0.84. Vergleicht man nun dieses Wettverhiltnis
mit dem eines Individuums mit dem gleichen Alter und log;,(Gewicht)=2.9, dann er-
hdlt man als odds ratio den Faktor exp(10.17 - (—0.2)) = 0.13, d.h. das Wettverhiltnis
im zweiten Fall ist auf 13% des vorherigen gesunken und wird 0.13 - 5.4 = 0.70, und die
entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird 0.70/1.70 = 0.41. <

> Im Beispiel der Umweltumfrage (7.1.c) sollte die Abhéngigkeit der Zielgrosse ,,Be-
eintriachtigung® von der Schulbildung erfasst werden. Die Zielgrosse hat hier vier mogliche
geordnete Werte. Wir machen fiir die folgenden Betrachtungen daraus eine zweiwertige Va-
riable, indem wir je zwei Kategorien zusammenfassen; spéter soll die feinere Unterteilung
beriicksichtigt werden.

Im logistischen Regressionsmodell bildet jede antwortende Person eine Beobachtung Y;
mit zugehorigen Werten z; der Regressoren. <«

Die logistische Regression eignet sich also auch zur Analyse von Kontingenztafeln, sofern
eine ,,Dimension der Tafel als Zielgrosse aufgefasst wird und nur 2 Stufen zeigt. Man kann
von logistischer Varianzanalyse sprechen. Die Analyse von Kontingenztafeln wird im
Kapitel iiber log-lineare Modelle (14.5.0.b) ausfiihrlicher behandelt.
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Gruppierte Beobachtungen. Wenn mehrere (m;) Beobachtungen Y; zu gleichen Be-
dingungen x; = 2y gemacht werden, kénnen wir sie zusammenfassen und die Anzahl der
LErfolge; also die Zahl der 4 mit Y; =1, festhalten. Wir ziehen es vor, statt dieser Anzahl
den Anteil der Erfolge als neue Grosse einzufithren; man kann diesen schreiben als

y, — L E Y. .
£ me imi=g,

Das ist in der Kontingenztafel bereits geschehen: Alle Personen mit gleicher Schulbildung
Zy wurden zusammengefasst, und die Zahlen in den Spalten liefern die Angaben fiir i;gt
Wir haben fiir die gegenwiirtige Betrachtung die letzten drei Spalten zusammengefasst. Die
Summe iiber die drei Zahlen, dividiert durch die Randsumme, liefert den Anteil der min-
destens ,etwas® beeintriachtigten Personen. Werden mehrere Eingangsgrossen betrachtet,
SO ist i;g der Anteil der beeintriachtigten Personen i unter den m, Befragten, die gleiche
Schulbildung xgl) = 5@1), gleiches Geschlecht 562(2) = 5;2) und Alter xz(;) = 5;3) haben —
allgemein, der Anteil der ,,Erfolge” unter den my ,Versuchen®, die unter den Bedingungen
Zy durchgefiihrt wurden.

Wenn fiir die einzelnen Beobachtungen Y; das Modell der logistischen Regression voraus-
gesetzt wird, sind die Y; mit x; = Z, unabhingige Versuche mit gleicher Erfolgswahr-
scheinlichkeit 7, = h(z,). Die Anzahl der Erfolge m,Y; ist also binomial verteilt,

meYy ~ Blm, 7). g(F) =2 5.

Es gilt
Vv,) — L A~
5<Y£> — my Zi:&':ifz 5<YZ> =T
Ein Vorteil von gruppierten Daten besteht darin, dass man sie kompakter und informativer
darstellen kann. Zudem sind manche Approximationen, die wir im Rahmen der Residuen-

Analyse und unter dem Stichwort Anpassungsgiite besprechen werden, nur fiir gruppierte
Daten aussagekriftig.

Es ist wichtig, anzumerken, dass das Modell sich durch die Gruppierung der Daten nicht
gedndert hat.

Fiir ,Gruppen“ mit nur einer Beobachtung (m; = 1) wird Y, wieder zweiwertig und die
Binomialverteilung zur Bernoulli-Verteilung (8.1.c).

> Beispiel Friithgeburten. Um ein anschauliches Beispiel zu erhalten, untersuchen wir
das Uberleben von Frithgeburten nur als Funktion der Eingangsgrosse Gewicht. Wenn wir
Klassen von je 100 g Gewicht bilden, konnen wir die Daten zu den H&aufigkeiten zusam-
menfassen, die in Tabelle 8.2.h gezeigt werden, zusammen mit einem Ausschnitt aus den
urspriinglichen Beobachtungen. Abbildung 8.2.h zeigt sie mit dem angepassten Modell in
dieser Form. <«

Transformierte Beobachtungen. Laut dem Modell sind die logit-transformierten Er-
wartungswerte 7, der ,Erfolgsraten® Y;/my gleich einer linearen Funktion der 79 Im

Fall einer einzigen Eingangsgrosse liegt es nahe, die beobachteten Werte }7@ /my selbst zu
transformieren und gegen die Eingangs-Variable aufzutragen; im Falle von mehreren Ein-
gangsgrossen kann man auf der horizontalen Achse stattdessen den linearen Pradiktor n
verwenden. Es sollte sich dann statt des sigmoiden Zusammenhangs von Abbildung 8.2.h
ein linearer ergeben.
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i |Y; weight Age l Ty My meYy me(1 —175)
11 1350 32 1 550 10 0 10
210 725 27 2| 650 14 2 12
31 0 1090 27 31 750 27 9 18
41 0 1300 24 41 80 22 8 14
51 0 1200 31 51 950 32 23 9
6 | 1060 28 21 7
245 | 0 900 27 71150 22 19 3
246 | 1 1150 27 81 1250 26 19 7
247 1 0 790 27 9| 1350 34 31 3
10 | 1450 32 29 3

(i) (ii)
Tabelle 8.2.h: Beispiel Frithgeburten: Einige Einzel-Beobachtungen (i) und zusammen-

gefasste Daten (ii). mgi/v'g ist die Anzahl Uberlebende der insgesamt m, Kinder in der
Gewichtsklasse ¢ mit mittlerem Gewicht

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

I I I I
2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2

log10(Gewicht)

Abbildung 8.2.h: Uberleben in Abhingigkeit vom Gewicht. Gruppierte Daten; die Fliche
der Kreise ist proportional zur Anzahl Beobachtungen

Nun ist aber g(0) und g(1) fiir die Logit-Funktion nicht definiert, also erhélt man fiir Y =
0 und fiir Y, = my keinen (endlichen) Wert der transformierten Grosse. Als pragmatischen
Ausweg verwendet man die empirischen Logits

Yy 4 0.5
lOg - ~ .
mp— Yy +0.5

Abbildung 8.2.i zeigt die empirischen Logits fiir die Frithgeburtdaten und die angepasste
lineare Funktion.

Wendet man auf die empirischen Logits eine gewthnliche multiple Regression an, so erhélt
man eine alternative Schétzung der Koeffizienten. Sie bildet oft eine verniinftige Naherung
fiir die optimalen Schétzwerte, die wir in 8.3.b besprechen werden. Fiir kleine my ist die
Ubereinstimmung schlechter, und fiir ungruppierte, biniire Zielgrossen wird die Schétzung
iiber Kleinste Quadrate von empirischen Logits unbrauchbar.
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Abbildung 8.2.i: Modell in der logistischen Skala. In vertikaler Richtung sind die empiri-
schen Logits der gruppierten Daten abgetragen. Die Geraden zeigen die geschétzten Werte
ne des linearen Pridiktors. Die Markierungen auf der rechten Seite geben die untransfor-
mierten Werte der Wahrscheinlichkeit des Uberlebens an.

Modell der latenten Variablen. Das logistische Regressionsmodell lésst sich noch von
einer weiteren Uberlegung her begriinden: Man stellt sich vor, dass es eine nicht beobacht-
bare Variable Z; gibt, die linear von den Regressoren abhéngt,

Zi:go+zsz(‘j)gj+Ei:ﬁi+Ei-

Die binére Zielgrosse Y; stellt fest, ob Z; unterhalb oder oberhalb eines Schwellenwertes
¢ liegt. Abbildung 8.2.j veranschaulicht diese Vorstellung.

Bei Pflanzen mag beispielsweise die Frosttoleranz eine kontinuierliche Grosse sein, die man
in der Natur nicht messen kann. Man kann lediglich feststellen, ob die Pflenzen nach einem
Frostereignis entsprechende Schédden zeigen, und gleichzeitig erkldrende Variable aufneh-
men, die die Pflanze selbst und ihre ndhere Umgebung charakterisieren. Im Beispiel der
Frithgeburten kann man sich eine Variable ,Lebensenergie” vorstellen, die einen Schwel-
lenwert {iberschreiten muss, damit das Uberleben gewihrleistet ist.

Die Zielgrosse Y; erfasst entsprechend dieser Idee, ob Z; > ¢ gilt, und es wird

Dabei ist Fp die kumulative Verteilungsfunktion der E;. Die Verteilung der bindren Grosse
Y und die der latenten Variablen Z hingen also direkt zusammen.

Setzt man By = 50 —cund 3 = Bj, j=1,...,m, dann ergibt sich mit n; = ﬂo—l—zj ﬂsz(j)
P(Y;i=1|z;) =1-Fg(-n;) .

Der Ausdruck 1— F(—n) ist selbst eine Verteilungsfunktion, némlich diejenige von —F.
Wenn wir diese Verteilungsfunktion gleich g~! setzen, dann erhalten wir das Modell der
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10

latente V.

Abbildung 8.2.j: Zum Modell der latenten Variablen

logistischen Regression (8.1.f); die Funktion g ist die Umkehrfunktion der Verteilungsfunk-
tion, also die entsprechende Quantil-Funktion. Wenn die F; der logistischen Verteilung
folgen, erhélt man das logistische Regressionsmodell.

Je nach Annahme fiir die Verteilung der Zufallsfehler E; ergibt sich ein anderes Regressi-
onsmodell:

logistische Vert. = — logistische Regression PYi=1)=¢€"/(1+em)
Normalvert. — Probitmodell P(Y; =1) = ®(n;)
Extremwertvert. —— Komplementéres log-log Mod. P(Y; =1) =1 — exp(—exp(n;))

8.3 Schitzungen und Tests

Schétzungen und Tests beruhen auf der Methodik der Likelihood. Es existieren Program-
me (unterdessen in allen Statistik-Paketen, die diesen Namen verdienen), die es erlauben,
Regressionen mit binédren Variablen ebenso durchzufithren wie gewohnliche lineare Regres-
sionen.

Die Schitzung der Koeffizienten erfolgt nach dem Prinzip der Maximalen Likelihood.
Zur Erinnerung: Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit fiir das beobachtete Ergebnis als
Funktion der Parameter und suchen ihr Maximum. Die Wahrscheinlichkeit

P{Y1 =vy1,Y2 =ya,..., Y, = yp) ist, da die Beobachtungen stochastisch unabhéngig sind,
gleich dem Produkt [[, P(Y; = v;). Logarithmiert man diesen Ausdruck, so verwandelt
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sich das Produkt in eine Summe. Deshalb ist es schlau, die logarithmierte Likelihood
w="7%"log(P(Y; =vy;)) statt der unlogarithmierten zu maximieren.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Beobachtungen sind im logistischen Modell
P(Y;=1) = m; und P(Y;=0) = 1 — m;, wobei logit (r;) = 2! 3 ist. Man kann dies auch
ohne Fallunterscheidung hinschreiben als P(Y; =y;) = 7 (1 — m;)'~¥% . Die Beitriige der
Beobachtungen zur logarithmierten Likelihood sind deshalb

Ui (m) =log (P(Y; = yi) ) = yilog(m) + (1 — yi) log (1 —m) ,

und die gesamte Log-Likelihood ist dann wie {iblich die Summe aus diesen Beitrédgen fiir
die Einzelbeobachtungen,

Uim) = ZZ%@> = Zi(yi log(m;) + (1 —y;)log (1 — m;)) .
Die Parameter 3 sind in den 7; ,versteckt®, logit (m;) = glfﬁ
Die Schétzung § ergibt sich durch Maximieren dieses Ausdrucks, also durch Ableiten und

Null-Setzen.

Fiir gruppierte Daten waren die Grossen mgi;g binomial verteilt; die Wahrscheinlichkeiten sind
deshalb B - -
p<y€ - ge> = ()T (1 — rgyme(=T0)

Ye

Daraus erhilt man
U (m) = Zé (Cé + meyelog (7g) +me(1 — y¢) log (1 — 7y) )

mit ¢, =log ( (74 )).

meye

Um den Ausdruck m; = g~*(Z7 8)) nach 3; abzuleiten, beniitzt man die Kettenregel mit dg=" (n) /dn =

exp(n) /(1 +exp(n))? =n(1 —x) und In;/9B; = acz(-j). Man erhilt

Ologr) _ 1\ 0

0B, i 0B;

=(1 fm-):c(j)

und ebenso dlog(l — m;) /0B; = —m; acz(-j). Deshalb ist

ol (m) RC)) NG RN ¢)
aﬁ] - Zyi:1(1 77-(1) €L; +Zyi:0(07ﬂ-1) €L = Zz(yl 77-(1) Ty .

Die Maximum-Likelihood-Schitzung erhélt man durch null setzen dieser Ausdriicke fiir alle j, was
man zusammenfassen kann zu
Zz(yz —Ti)z; =0.

Dies ist ein implizites Gleichungssystem fiir die in den 7; versteckten Parameter 50 .

Geht man von gruppierten Beobachtungen aus, dann erhélt man mit einer etwas komplizierteren
Rechnung

>, mee —T)Ee=0.

Es ist beruhigend, zu sehen, dass man das Gleiche erhélt, wenn man die Summe in der vorherge-
henden Gleichung zunéchst iiber alle ¢ bildet, fiir die a; = T, ist.
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Berechnung. Zur Losung dieser Gleichungen braucht man ein iteratives Verfahren. Wie
in der nichtlinearen Regression wird in jedem Schritt die Gleichung durch lineare Naherung
so vereinfacht, dass sie zu einem linearen Regressionsproblem wird — hier zu einem mit
Gewichten w;. Wenn die Verbesserungsschritte schliesslich vernachliassigbar klein werden,
ist die Losung gefunden. Sie ist dann auch die exakte Losung des genannten gewichteten
linearen Regressionsproblems. Genaueres steht im Anhang 13.b.

Verteilung der geschitzten Koeflizienten. In der multiplen linearen Regression konn-
te mit linearer Algebra recht einfach hergeleitet werden, dass der Vektor B\ der geschétzten
Koeffizienten multivariat normalverteilt ist mit Erwartungswert (3 und Kovarianzmatrix
0?(XT X )™ Da die geschiitzten Koeffizienten in der logistischen Regression die Losung
des ndherungsweise dquivalenten gewichteten linearen Regressionsproblems sind, kann man
daraus die Verteilung von B ableiten. Die geschitzten Koeffizienten sind also néherungs-
weise multivariat normalve_rteilt, haben genihert den Erwartungswert 8 und eine Kova-

rianzmatrix V (%) die wir bei den Verallgemeinerten Linearen Modellen (13.3.e) angeben
werden.

Die Néaherung wird fiir grossere Stichproben immer genauer. Wie viele Beobachtungen es
fiir eine geniigende Ndherung braucht, héngt von den Werten der Regressoren ab und ist
deshalb nicht allgemein anzugeben.

Genédherte Tests und Vertrauensintervalle fiir die einzelnen Koeffizienten erhélt
man aus diesen Angaben mit dem iiblichen Rezept: Der Standardfehler von f; ist die
Wurzel aus dem jten Diagonalelement V;; der angegebenen Kovarianzmatrix, und

hat eine geniherte Normalverteilung. Im Ausdruck fiir die Kovarianzmatrix miissen die

geschitzten Koeffizienten eingesetzt werden, deshalb ‘?(B) statt V' ?). Da sie keine ge-
schitzte Fehlervarianz o2 enthiilt, besteht kein theoretischer Grund, die Standard-Nor-
malverteilung durch eine t-Verteilung zu ersetzen.

Die Computer-Ausgabe enthilt dhnliche Teile wie bei der gewthnlichen linearen Re-
gression. In summary (r.babysurv) (Tabelle 8.3.h) erscheint die Tabelle der geschétzten
Koeffizienten, ihrer Standardfehler, der Werte der Teststatistiken und der P-Werte fiir die
Hypothesen SU) = 0.

Auf den ,,Dispersion Parameter* kommen wir péter zuriick (13.2.f, 13.3.g, 13.4). Die ,Null
Deviance” und die ,,Residual Deviance brauchen noch eine genauere Erklarung.

Residuen-Devianz. In der multiplen linearen Regression ist die Summe der Residuen-
quadrate ein Mass dafiir, wie gut die Zielvariable durch die Einflussgrossen erklért wird.
In der logistischen Regression iibernimmt die Residuen-Devianz diese Rolle. Sie ist fiir
zusammengefasste, binomial verteilte }75 definiert als 2 mal die Differenz zwischen der
maximalen Log-Likelihood ¢() und dem Wert fiir das angepasste Modell,

D@;f> =2 <£€(M) — £€<_B\>) .

Was ist die maximale erreichbare Log-Likelihood? Es gilt ja mg?g ~ B{myg, 7). Wenn wir
mp fiir jede Gruppe frei wihlen konnen, ist 7, = y, die Wahl, die die Likelihood maximiert.
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Call: glm(formula = Y ~ loglO(Gewicht) + Alter, family = binomial,
data = d.babysurv)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) -33.9449 4.9897 -6.80 1.0e-11 *xx*
log10(Gewicht) 10.1688 1.8812 5.41 6.5e-08 *x*x
Alter 0.1464 0.0745 1.96 0.049 x*

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 318.42 on 245 degrees of freedom
Residual deviance: 235.89 on 243 degrees of freedom
AIC: 241.9

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Tabelle 8.3.h: Computer-Ausgabe (leicht gekiirzt) fiir das Beispiel Frithgeburten

* Diese erhilt man, indem man in der Formel fiir #(x) (8.3.c) 7, durch g ersetzt. (Fiir 7, = 0
und yp =1 tritt log(0) auf. Der Ausdruck wird aber in der Formel immer mit 0 multipliziert und
die entsprechenden Terme kénnen weggelassen werden.)

Setzt man dieses /(™) und das erwiihnte # (z) in die Definition der Devianz ein, so erhélt man

o ~ Ye ~ 1—ye
D y,lr> =2 Ze (mgyglog<%—é> + my(1 yg)log<1 _%é>) )

Fiir ungruppierte, biniire Daten ergibt sich #) = 0 und somit
D(g;z) = =23 (yilog (mi) + (1 — y;) log (1 — m3)).

Die Devianz ist vor allem wertvoll beim Vergleich von geschachtelten Modellen. Fiir zwei
Modelle, von denen das grossere (G) das kleinere (K) umfasst, kann man nach der allge-
meinen Theorie des Likelihood-Quotienten-Tests priifen, ob das griossere eine ,,echte”
Verbesserung bringt. Die Teststatistik ist

200089 — grK)y = 2™ — oK)y — 2(0eM) — gp(G)
= D(5#") - D(5F)

und wird als Devianz-Differenz bezeichnet. Sie ist asymptotisch chiquadrat-verteilt,
wenn das kleine Modell stimmt; die Anzahl Freiheitsgrade ist, wie friither, gleich der Dif-
ferenz der Anzahl Parameter in den beiden Modellen.

Unter diesem Gesichtspunkt ist die Residuen-Devianz (8.3.i) die Teststatistik fiir den
Likelihood-Quotienten-Test, der das angepasste Modell mit dem grosstmoglichen Modell
vergleicht. Bei gruppierten Daten gibt dieses maximale Modell eine nicht zu unterbie-
tende Streuung der Zielgrésse an, die sich aus der Binomialverteilung ergibt. Der Ver-
gleich dieser minimalen Streuung mit der Streuung im angepassten Modell liefert eine Art
»Anpassungstest® (goodness of fit test), der sagt, ob die Streuung dem entspricht, was
geméss dem Modell der Binomialverteilung zu erwarten ist. Wenn die Streuung grosser
ist, dann ist es sinnvoll, nach weiteren erkldrenden Variablen zu suchen.

In der linearen Regression konnte man ebenfalls eine solche minimale Streuung erhalten,
wenn mehrere Beobachtungen mit gleichen x;-Werten vorlagen, siehe 4.8.a
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Fine genédherte Chiquadrat-Verteilung dieser Statistik ist nur gegeben, wenn die m, ge-
niigend gross sind. Es miissen also gruppierte Daten vorliegen mit geniigend vielen Beob-
achtungen pro Gruppe (vergleiche 13.3.i). Deshalb muss ein hoher Wert fiir die Devianz
nicht immer bedeuten, dass das Modell ungeeignet ist (vgl. McCullagh and Nelder (1989),
Sect. 4.4.3 und 4.4.5).

> Im Beispiel der Umweltumfrage (8.2.d) kann man die Daten gruppieren. Damit die
Gruppen nicht zu klein werden, soll das Alter in Klassen von 20 Jahren eingeteilt werden.

In der iiblichen Computer-Ausgabe (Tabelle 8.3.1) sticht die Koeffizienten-Tabelle ins Au-
ge, die wie in der multiplen linearen Regression Tests liefert, welche kaum interpretier-
bar sind. Die Eingangsgrossen sind ja Faktoren, und es macht wieder wenig Sinn, einen
einzelnen Koeffizienten auf Verschiedenheit von 0 zu testen — ausser fiir die zweiwertige
Eingangsgrosse Geschlecht.

Call:
glm(formula = cbind(Beeintr.gr, Beeintr.kl) ~ Schule +
Geschlecht + Alter, family = binomial, data = d.umwl)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -1.6045 0.1656 -9.69 < 2e-16 *xx*
SchuleLehre -0.1219 0.1799 -0.68 0.49803
Schuleohne.Abi 0.4691 0.1900 2.47 0.01355 *
SchuleAbitur 0.7443 0.2142 3.47 0.00051 **x
SchuleStudium 1.0389 0.2223 4.67 3.0e-06 *x*x
Geschlechtw 0.0088 0.1135 0.08 0.93818
Alter.L -0.1175 0.1557 -0.75 0.45044
Alter.Q 0.1033 0.1304 0.79 0.42810
Alter.C 0.1436 0.1080 1.33 0.18364

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 105.95 on 38 degrees of freedom
Residual deviance: 36.71 on 30 degrees of freedom
AIC: 191.2
Number of Fisher Scoring iteratiomns: 4

Tabelle 8.3.1: Computer-Ausgabe (gekiirzt) fiir das Beispiel der Umweltumfrage

Die Residuen-Devianz ist mit 36.71 bei 30 Freiheitgraden im Bereich der zufilligen Streu-
ung; der P-Wert ist 0.19. Das heisst, dass das Modell gut passt — aber nicht, dass keine
weiteren erkldrenden Variablen die Zielgrosse beeinflussen kénnnten; wenn weitere Varia-
ble beriicksichtigt werden, unterteilen sich die Anzahlen feiner, und das fithrt zu einem
genaueren maximalen Modell. <«

Fiir ungruppierte Daten macht dieser Anpassungstest keinen Sinn. Fiir eine
binére Variable erhélt man aus der Beobachtung ndmlich keine Schitzung fiir ihre Varianz.
(Es geht also nicht darum, dass die N#herung durch die Chiquadrat-Verteilung zu schlecht
wére.)

In Anlehnung an den gerade erwéhnten Test in der gew6hnlichen linearen Regression kann
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man aber die Daten auf der Basis des geschétzten Modells gruppieren. In SAS werden nach
Hosmer and Lemeshow (2000) die Beobachtungen aufgrund der angepassten Werte in 10
Gruppen mit (moglichst) gleich vielen Beobachtungen eingeteilt. Fiir jede Gruppe wird
nun die Summe Y, der LErfolge* Y; gezdhlt und die Summe der geschétzten Wahrschein-
lichkeiten 7; gebildet. Auf diese Grossen wird dann der gewohnliche Chiquadrat-Test
angewandt, und zwar aufgrund von ,ausgiebigen* Simulationen mit 10-2=8 Freiheitsgra-
den.

Fiir die Einteilung in 10 gleich grosse Klassen habe ich keine Begriindung gefunden. Ebenso
wie fiir Anpassungstests fiir Verteilungen wiirde ich es vorziehen, an beiden Enden zwei
kleine Klassen mit etwa 5 erwarteten ,,Erfolgen“ resp. ,,Misserfolgen“ zu machen und den
Rest in 4 oder 5 gleich grosse Klassen einzuteilen.

Der Vergleich zwischen einem grosseren und einem kleineren Modell wird gebraucht, um
den Einfluss einer nominalen Eingangsgrosse auf die Zielgrosse zu priifen — wie dies
schon in der linearen Regression der Fall war. In der S-Sprache priift die Funktion dropi,
ob die einzelnen Terme einer Modell-Formel weggelassen werden kénnen.

> dropl(r.umw,test="Chisq")

Single term deletions

Model:

cbind(Beeintr.gr, Beeintr.kl) ~ Schule + Geschlecht + Alter
Df Deviance AIC LRT Pr(Chi)

<none> 36.7 191.2

Schule 4 89.4 235.9 52.7 9.7e-11 *x%*
Geschlecht 1 36.7 189.2 0.006 0.94
Alter 3 40.1 188.5 3.4 0.34

Tabelle 8.3.n: Priifung der Terme im Beispiel der Umweltumfrage

Tabelle 8.3.n zeigt, dass im Beispiel der Umweltumfrage fiir Geschlecht und Alter kein
Einfluss auf die Beeintrachtugung nachgewiesen werden kann.

Fiir kontinuierliche und zweiwertige Eingangs-Variable wird mit dropl die gleiche Null-
hypothese gepriift wie mit dem Test, der in der Koeffizienten-Tabelle steht. Es wird aber
nicht der genau gleiche Test angewandt. (* Der erste ist ein Likelihood-Ratio Test, der
zweite ein ,Wald“-Test.) Néherungsweise (asymptotisch) geben sie immerhin die gleichen
Resultate.

Der Vergleich eines kleineren mit einem grosseren Modell bildete in der linearen Regression
den Grund-Baustein fiir die Modellwahl, vor allem fiir die schrittartigen automatisierten
Verfahren. Am Ende von Tabelle 8.3.1 und in Tabelle 8.3.n erscheint eine Grosse AIC. Sie
ist definiert als

AIC = D<g_/;7_?> +2p

und kann wie in der linearen Regression als Giitemass der Modelle verwendet und optimiert
werden. (p ist die Anzahl geschitzter Koeffizienten.)
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Das kleinste sinnvolle Modell sagt, dass die Eingangsgrossen iiberhaupt keinen Einfluss
haben, dass also die Wahrscheinlichkeiten 7, alle gleich seien. Der Schitzwert fiir diesen
einzigen Parameter ist natiirlich @ = Y, 9¢/> ,m¢ = > ,y¢/n. Die Log-Likelihood fiir
dieses Modell ist gleich

WO = N+ Telog () + Y (me— i) log(1—7)
= Zﬂ +n(Flog(7) + (1 —7)log(1 — 7)) .
Die Devianz ergibt sich wieder als Differenz zwischen

D(j;7) =2 (gg(M) _ 66(0)>

und wird Null-Devianz genannt. Sie entspricht der ,, totalen Quadratsumme® Y, (V;—Y)?
in der linearen Regression. Wieder ist es sinnvoll, jedes Modell mit diesem einfachsten zu
vergleichen, um zu priifen, ob es iiberhaupt einen erkldrenden Wert hat.

> Im Beispiel der Friithgeburten liest man in der Computer-Ausgabe ,,Null Deviance:
318.42 on 245 degrees of freedom*“ und ,Residual Deviance: 235.89 on 243 degrees of
freedom*. Die Teststatistik 318.42 — 235.89 = 82.53 ergibt mit der Chiquadrat-Verteilung
mit 245 — 243 = 2 Freiheitsgraden einen P-Wert von 0. Die beiden Eingangsgriossen haben
also gemeinsam (selbstverstidndlich) einen klar signifikanten Erklarungswert. <

Zusammenfassung der Likelihood-Quotienten-Tests. Da diese Tests beim ,,Modell-
bauen“ wichtig sind, hier eine Ubersicht:

° Vergleich zweier Modelle: Devianz-Differenz.
Hy: Modell K mit pg Parametern ist richtig (kleineres Modell).
Hy: Modell G mit pg > px Parametern ist richtig (grosseres Modell).
Teststatistik 2(0() — () = D (g 75) — D(g; 7D).
Gendherte Verteilung unter Hy: X;Q; P -

° Vergleich mit maximalem Modell, Anpassungstest: Residuen-Devianz.
Hy: Angepasstes Modell mit p Parametern ist richtig.
H,: Maximales Modell M (mit einem Parameter fiir jede (Gruppen-) Beobachtung)
ist richtig.
Teststatistik D (g; ) = 2(0M) — ¢ (7))
Gendherte Verteilung unter Hj, falls die my, geniigend gross sind: X%,p mit n =
Anzahl (Gruppen-) Beobachtungen i;g Dieser Test geht nur fiir gruppierte Beob-
achtungen!

° Gesamttest fiir die Regression: Vergleich von Null-Devianz D@; 79 > und Resi-
duen-Devianz.
Hy: Null-Modell mit einem Parameter ist richtig.
Hy: Angepasstes Modell mit p Parametern ist richtig.
Teststatistik D (g;7°) — D(y;7) = 2(¢(x) — £(z°)).
Gendherte Verteilung unter Ho: x;_ -
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8.4 Residuen-Analyse

Was Residuen sein sollen, ist nicht mehr eindeutig. Wir diskutieren hier die Defi-
nitionen fiir ,zusammengefasste“ Daten, siehe 8.2.g. Fiir zweiwertige Zielgrossen ohne
Gruppierung muss man my = 1 setzen.
Die Grossen _

Ry =Y, -7, To=g " (M)

werden rohe Residuen oder response residuals genannt.

Residuen werden dazu gebraucht, die Form des Modells zu iiberpriifen. Die zentrale
Rolle dabei spielt der lineare Préadiktor 7; = EIZTE Zwischen der Zielgrosse und dem
linearen Préadiktor steht die Link-Funktion. Damit die Residuen direkt mit dem linearen
Pradiktor in Beziehung gebracht werden konnen, ist es sinnvoll, die rohen Residuen
»,in den Raum des linearen Pridiktors zu transformieren®. Die Priadiktor-Residuen,
englisch meist working residuals oder, in S, link residuals genannt, sind gegeben durch

dn . 1 1
RY = Ry=! (7o) = Re <—+ ) .

s w1 —my

Beide Arten von Residuen haben eine Varianz, die von 7, abhingt. Es ist deshalb na-
heliegend, diese Abhéngigkeit durch eine Standardisierung zu vermeiden: Die Pearson-
Residuen sind definiert als

R/ = Re/ Te(1 — 7o)/
und haben genéherte Varianz 1.

In der linearen Regression wurde gezeigt, dass die Varianz der Residuen R; nicht ganz gleich ist,
auch wenn die Fehler E; gleiche Varianz haben. Es war fiir die gewichtete Regression (Reg 1, 4.7)
var (R;) = 0 (1/w; — (Hw )i;), wobei (Hyy);; das ite Diagonalelement der Matrix

Hy=X(X"wWXx)!tx7?

war. Die Gewichte, die hier gebraucht werden, sind diejenigen, die im Algorithmus (8.3.e) fiir das
angeniherte lineare Regressionsproblem verwendet werden. Sie sind gleich wy = my/(Te(1 — 7))
(vergleiche . 13.d). Die genauer standardisierten Residuen sind dann

R = Ré/\/(l/wé — (Hw)ii) -

Ein weiterer, gut bekannter Typ von Residuen sind die Devianz-Residuen. Sie orientie-
ren sich am Beitrag der iten Beobachtung zur Devianz des Modells, der geméss 8.3.i und
8.3.b gleich

di = my(yelog(ye) + (1 —ye)log(l — ye) — yelog(me) + (1 — ye) log(1 — 7))

1—
= my (yelog<i—i> +(1 —yz)10g<1 _%>>

ist. Er entspricht dem quadrierten Residuum RZ-2 in der gewohnlichen linearen Regression.
Um aus ihm ein sinnvolles Residuum zu erhalten, ziehen wir die Wurzel und versehen sie
mit dem Vorzeichen der Abweichung; so wird

R”) = sign (i — 7)) \/d;
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Residuen sind dazu da, grafisch dargestellt zu werden. Allerdings ergeben sich Schwierig-
keiten, vor allem bei ungruppierten, zweiwertigen Daten (oder wenn die my klein sind).
Die Ry haben verschiedene Verteilungen. Die Rép) haben zwar gleiche Varianzen, aber
trotzdem nicht die gleichen Verteilungen: Wenn man mit den urspriinglichen binéren Y;
arbeitet, sind fiir jede Beobachtung i nur zwei Werte von RZ(P) moglich. Welche zwei Werte
das sind und mit welchen Wahrscheinlichkeiten sie angenommen werden, hingt vom (an-
gepassten) Wert m; der Regressionsfunktion (oder von 7;) ab. Diese wiederum sind durch
die Werte der Regressoren bestimmt, und eine Verteilungsannahme fiir die Regressoren
gibt es normalerweise nicht. Es hat also keinen Sinn, die Normalverteilung der Residuen
mit einem QQ-Plot zu iiberpriifen — obwohl einige Programme eine solche Darstellung
liefern!

Wenn gruppierte Daten vorliegen, dann kann man die Binomialverteilungen mit Normal-
verteilungen annéhern, und die Pearson-Residuen sollten néherungsweise eine Standard-
Normalverteilung zeigen. Ein Normalverteilungs-Diagramm macht also nur Sinn,
wenn Pearson-Residuen fiir gruppierte Daten mit nicht zu kleinen m, vorliegen.

Das Tukey-Anscombe-Diagramm bleibt ein wichtiges Instrument der Modell-
Uberpriifung. Fiir seine Festlegung bieten sich mehrere Moglichkeiten an: Man kann
einerseits auf der vertikalen Achse prinzipiell alle Typen von Residuen auftragen und
andererseits auf der horizontalen Achse die angepassten Werte 7); fiir den linearen Pri-
diktor oder die entsprechenden geschitzten Wahrscheinlichkeiten 7;. Der Zweck soll
wieder vor allem darin bestehen, Abweichungen von der Form der Regressionsfunktion
zu zeigen. Man wird deshalb

° entweder Response-Residuen und geschitzte m;
° oder Arbeits-Residuen und Werte des linearen Pradiktors
verwenden (Abbildung 8.4.g).

Die erste Variante verwendet die Begriffe, die einfach definiert sind, wihrend die zweiten
Variante der besten N#herung durch eine lineare Regression entspricht und deshalb die
entsprechenden Beurteilungen von Nichtlineritdten zulésst.
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Abbildung 8.4.g: Tukey-Anscombe-Diagramme im Beispiel der Frithgeburten:
(i) Response-Residuen und geschétzte m;, (ii) Arbeits-Residuen und linearer Prédiktor
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Das Diagramm ist schwieriger zu interpretieren als in der gewohnlichen Regression, da
Artefakte auftreten: Die Punkte liegen fiir ungruppierte Daten fiir die erste Variante auf
zwei Geraden mit Abstand 1 — jedes Y; kann ja nur zwei Werte annehmen! Bei anderen
Residuen wird es nicht viel besser: Statt zwei Geraden zeigen sich zwei Kurven.

In einem solchen Diagramm kann man deshalb nur Abweichungen vom Modell sehen,
wenn man eine Glittung einzeichnet, also eigentlich mit einem nichtparametrischen
Modell fiir die m; oder 7; vergleicht. Dabei sollte eine Glédttungdsmethode verwendet
werden, die den verschiedenen Varianzen der Residuen mittels Gewichten Rechung trégt.
Es ist wichtig, dass im Fall von ungruppierten Daten keine robuste Glattung verwen-
det wird. Sonst werden fiir tiefe und hohe geschétzte m; die wenigen Beobachtungen
mit Y; =1 resp. mit Y; =0 als Ausreisser heruntergewichtet, auch wenn sie genau dem
Modell entsprechen.

Im Idealfall wird die glatte Funktion nahe an der Nulllinie verlaufen. Im Beispiel zeigt
sich eine recht deutliche Abweichung. Auch wenn man berticksichtigt, dass die Glattung
sich an den beiden Réndern eher unsinnig verhélt, sieht man doch, dass fiir kleine
vorhergesagt Werte die Uberlebens-Wahrscheinlichkeit immer noch iiberschitzt wird,
und dass auch in der Mitte die Anpassung besser sein kénnte.

Die Situation ist wesentlich besser, wenn gruppierte Daten vorliegen. Abbildung 8.4.i
zeigt, was im Beispiel der Frithgeburten mit klassiertem Gewicht herauskommt. Es zeigt
sich eine deutliche Abweichung vom angenommenen Modell. Da nur ein Regressor vorliegt,
nédmlich das logarithmierte Geburtsgewicht, wird klar, dass sein Zusammenhang mit dem
Logit der Uberlebenswahrscheinlichkeit nicht linear ist. Das ist durchaus plausibel: Sobald
das Gewicht gentigend hoch ist, wird das Kind wohl iiberleben, und héhere Werte erhthen
die Wahrscheinlichkeit fiir diesen giinstigen Verlauf nicht mehr stark. Andererseits werden
die Uberlebenschancen fiir leichte Neugeborene vom Modell iiberschiitzt. Der Mangel sollte
durch (weitere) Transformation dieser Eingangsgrosse behoben werden.
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Abbildung 8.4.i: Tukey-Anscombe-Diagramm im Beispiel der Frithgeburten mit klassier-
tem Gewicht

Um allfallige nicht-lineare Abhéngigkeiten der Zielgrosse von den Eingangsgrossen zu
entdecken, kann man, wie in der multiplen linearen Regression, die Residuen gegen
die Eingangs-Variablen auftragen. Da die Regressoren einen Teil des linearen Pré-
diktors ausmachen, ist es sinnvoll, Pradiktor-Residuen zu verwenden.
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Als Variante kann man, wieder wie in der gewohnlichen linearen Regression, zu den Resi-
duen den , Effekt” der betrachteten Eingangsgrosse addieren. So erhélt man einen ,,partial
residual plot“ oder ,,term plot®.

Y ~ logl0(Gewicht) + Alter + Apgar
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Abbildung 8.4.j: Residuen gegen Eingangsgrossen im Beispiel der Frithgeburten. Die Ra-
dien der Kreise entsprechen den Gewichten. Einige extrem negative Residuen wurden
weggeschnitten.

In Abbildung 8.4.j sieht man, dass fiir das Gewicht auch in dem erweiterten Modell der
Effekt ungeniigend modelliert ist (vergleiche 8.4.i). Fiir die Variable pH, die im Modell
nicht enthalten ist, sollte ein quadratischer Effekt gepriift werden; das ist ja auch durchaus
plausibel, da der pH einen optimalen Bereich aufweist.

Einflussreiche Beobachtungen kénnen hier, wie in der gewthnlichen linearen Regres-
sion, aus einem Diagramm geeigneter Residuen gegen die ,Hebelarm-Werte“ (leverages)
ersechen werden. Der Einfluss ist proportional zum Residuum und zum Gewicht im li-
nearen Regressionsproblem, das bei der iterativen Berechnung die letzte Korrektur ergibt.
Diese Residuen sind die Pridiktor-Residuen, und die Gewichte w; sind im Anhang (13.d)
festgelegt.
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Die merkwiirdige Struktur eines doppelten Bumerangs kommt dadurch zustande, dass fiir
die zentralen Beobachtungen, die wenig leverage haben, die vorhergesagten Wahrschein-
lichkeits-Werte in diesem Beispiel bei 0.5 liegen und deshalb die Prédiktor-Residuen nicht
gross werden konnen.

Im Beispiel zeigen sich zwei bis vier Beobachtungen mit hohen Hebelwerten und eine mit

etwas kleinerem Hebelwert, aber recht grossem (negativem) Residuum. In einer vertieften
Analyse konnte das Modell versuchsweise ohne diese Beobachtungen angepasst werden.

10
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-15

-20
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Abbildung 8.4.k: Residuen gegen Hebelarm-Werte (H yy);; fiir das Beispiel der Friithge-
burten

8.S S-Funktionen

Funktion glm. glm steht fiir generalized linear model. Man muss der Funktion iiber das
Argument family deshalb angeben, dass die Zielgrosse binomial (oder Bernoulli-) verteilt
ist. Der Aufruf lautet
> r.glm <— glm( Y~1loglO(Gewicht)+Alter, family=binomial,
data=d.babysurv )
Die Modell-Formel Y~10g10(Gewicht)+Alter gibt die Zielgrésse und die Terme des li-
nearen Pradiktors an, vgl. 3.2.j.

Die Link-Funktion muss nicht angegeben werden, wenn die iibliche Wahl der logit-
Funktion gewtiinscht wird; das Programm wihlt sie auf Grund der Angabe der family
selbst. Fine andere Link-Funktion kann iiber das Argument family auf etwas iiberra-
schende Art verlangt werden: ..., family=binomial(link="probit"). (binomial ist
némlich selbst eine Funktion, die ihrerseits Funktionen erzeugt, die von glm dann verwen-
det werden. Wie diese Funktionen aussehen, hingt vom Argument link ab.)
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Funktion summary gibt wie {iblich die Ergebnisse der Anpassung sinnvoll aus,

> summary(r.glm, corr=FALSE)

Funktion regr funktioniert mit den gleichen Argumenten wie glm, liefert aber (ohne
summary) vollstindigere Resultate, wie im Fall der gewohnlichen linearen Regression.

Funktion plot. Wendet man plot auf das Ergebnis von glm an, dann werden bisher
Darstellungen zur Residuen-Analyse gezeichnet, die nicht auf die logistische Regression
passen.

Fiir das Resultat von regr wird kein Normalverteilungs-Diagramm gezeichnet (ausser
man verlangt es ausdriicklich), und die Gldttungen im Tukey-Anscombe plot und den
Streudiagrammen der Residuen gegen die Eingangsvariablen ermdglichen eine sinnvolle
Beurteilung dieser Darstellungen. Als Residuen werden die Arbeitsresiduen verwendet.
Thr Gewicht, das sie in der letzten Iteration des Algorithmus erhalten, wird durch die
Symbolgrosse angezeigt.

Andere Verallgemeinerte Lineare Modelle. Mit der entsprechenden Wahl des Ar-
guments family koénnen auch andere GLM angepasst werden, insbesondere die Poisson-
Regression.
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