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8
.
T
e
sts

8
.3

W
e
ite

re
B
e
isp

ie
le

u
n
d
B
e
g
riff

e

a
B
eispiel

S
chlafverlängerung

N
ullhyp

othese:
kein

U
nterschied

X
i ∼

N
〈0

,1
.5〉;

X
i
unabhängig

b
A
lternativen:

(H
A
)
µ
:
X

i ∼
N

〈µ
,1

.5〉
m
it

µ
>

0
(einseitig).

B
eobachtungen

zusam
m
enfassen!

X
” T
est-S

tatistik”
U
.
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8
.3c

V
erw

erfungsb
ereich?U

=
X

∼
N

〈0
,1

.5
/
1
0〉

falls
H

0
gilt.

T
=

X
/ √

0
.1
5
∼

N
〈0

,1〉
−→

E
xtrem

e
W
erte:

T
≥

1
.6
4
.

d
x
=

1
.5
8
,
t
=

1
.5
8
/
1
.5

=
1
.0
5
<

1
.6
4
.

V
erw

erfung.
E
ff
ekt

statistisch
nachgew

iesen.
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8
.3f

M
odern:

S
tatt

t
m
it

c
zu

vergleichen,
können

w
ir

P
〈T

>
1
.0
5〉

=
P
〈 X

>
1
.5
8〉

=
0
.1
5

ausrechnen.

W
.
von

m
indestens

so
extrem

en
W
erten

w
ie
der

b
eobachtete.

P
-W

ert
p

t
>

1
.6
4

⇐
⇒

p
<

0
.0
5
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8
.4

V
o
rg
e
h
e
n
b
e
i
e
in
e
m

sta
t.

T
e
st

(R
e
ze
p
t)

a
P
roblem

form
ulieren,

in
W
orten.

b
N
ullhyp

othese
H

0 .
M
odell

für
die

B
eobachtungen.

O
ft:

P
aram

etrische
F
am

ilie,
H

0
legt

P
aram

eter
fest.

In
der

R
egel

m
öchte

m
an

H
0
gerne

w
iderlegen.

c
A
lternativen

H
A
w
erden

in
B
etracht

ziehen
(einseitig

oder
zw

eiseitig)

d
T
est-S

tatistik.
V
erteilung

von
U

unter
A
lternativen

soll
m
öglichst

stark
verschieden

sein
von

der
V
t.unter

der
N
ullhyp

othese
(M

acht!).
O
ft:

P
aram

eter
testen:

H
0
:

θ
=

θ
0 .

−→
T
est-S

tatistik
U

=
θ̂.
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A
rt
des

E
xp
erim

entes,
B
eobachtungs-S

ituation
[a]

?

M
odelle

für
eine

B
eobachtung:

�
�

�
��

H
H

H
Hj

N
ullhyp

othese
[b]

A
lternativen

[c]

?

T
est-S

tatistik
[d]

(1)

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q
Qs

�
�

�
�

�
�

�
�

�)

V
erteilung

der
T
est-S

tatistik
unter

der
N
ullhyp

othese
[e]

W
.d
ich

te

N
iveau

[f,j]
(2)

�
�

�
� �

V
erw

erfungs-
b
ereich

[f]
(1)
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8
.4e

V
erteilung

F
0 〈U

〉
von

U
unter

H
0

S
tandardisierte

T
est-S

tatistik
T
.

f
K
lassische

V
ariante:

V
erw

erfungsb
ereich

b
estim

m
en.

W
illkürlich:

N
iveau

α
w
ählen.

” K
ritischer

W
ert”,

oft
aus

T
ab
elle

oder
D
iagram

m
.

g
B
is
hierher:

T
est-V

orschrift
” fertig

verpackt”

in
den

L
ehr-

und
N
achschlagebüchern

nachzulesen.
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A
rt
des

E
xp
erim

entes,
B
eobachtungs-S

ituation
[a]

?

M
odelle

für
eine

B
eobachtung:

�
�

���
H

H
HHj

N
ullhyp

othese
[b]

A
lternativen

[c]
?

T
est-S

tatistik
[d]

(1)

Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q

QQs

�
�

�
�

�
�

��)

V
erteilung

der
T
est-S

tatistik
unter

der
N
ullhyp

othese
[e]

M
essw

erte
[h]

(3)
6

A
usrechnen

des
W
ertes

der
T
est-S

tatistik
[h]

(3)
�

�
�

�
�

�
�1

6

N
ullhyp

othese
verw

orfen!
[i]

(3)
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8
.4h

B
eobachtungen

−→
W
ert

t
der

(standard.)
T
est-S

tatistik
T

i
K
lassisch:

E
ntscheidung:

F
alls

t∈
K
,
w
ird

die
N
ullhyp

othese
verw

orfen.

j
M
odern:

P
-W

ert
b
estim

m
en.

E
ntscheidung:

F
alls

p
<

5
%
,
w
ird

die
N
ullhyp

othese
verw

orfen.
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8
.5

T
e
sts

fü
r
1
S
tich

p
ro
b
e
o
d
e
r
2
g
e
p
a
arte

a
P
roblem

” eine
S
tichprob

e”:
X

i ,
i
=

1
,2

,...,n
,
unabhängig.

K
ann

ein
b
estim

m
ter

L
ageparam

eter
(E
rw
artungsw

ert,
M
edian)

gleich
einem

vorgegeb
enen

W
ert

µ
0
sein?

H
0
:

µ
=

µ
0 .

µ
0 :

physikalische
K
onstante,

chem
ische

K
onzentration,

G
renzw

ert.
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8
.5b

P
roblem

” zw
ei
gepaarte

oder
verbundene

S
tichprob

en”:

•
B
lutdruck

vor
und

nach
M
edikam

enten-E
innahm

e,

•
S
chlafl

änge
b
ei
zw

ei
S
chlafm

itteln,

•
G
rösse

von
V
ater

und
S
ohn

(B
eobachtungseinh

=
F
am

i-
lie)

•
A
nzahl

b
eobachteter

V
erhaltenselem

ente
von

M
äusen

b
ei
L
icht

und
b
ei
D
unkelheit.

” V
erbundene

S
tichprob

en”

X
i
=

D
iff
erenz

der
Z
ielgrösse

in
den

b
eiden

Z
uständen.

(evtl.
nach

T
ransform

ation).
F
rage:

D
iff
erenz

” im
w
esentlichen

gleich
null”?

H
0
:

µ
=

0
.
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8
.5d

z-T
est:

b
esprochen.

H
0
:

X
i ∼

N
〈µ

0 ,σ
20 〉,

i
=

1
,...,n

,
unabhängig;

die
V
arianz

σ
20
sei

b
ekannt

H
A
:

X
i ∼

N
〈µ

,σ
20 〉,

i
=

1
,...,n

,
unabhängig,

m
it

(a)
µ
>

µ
0
;

(b)
µ
<

µ
0
;

(c)
µ
6=

µ
0

U
:

X
=

1n ∑
ni=

1
X

i

F
0 〈U

〉
:

X
∼

N
〈µ

0 ,σ
20
/
n〉

K
:

T
estgrösse

standarisieren:
Z

=
X
−
µ

0

σ
0 / √

n
∼

N
〈0

,1〉
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K
ritische

W
erte

für
Z
:

(a)
c
so,

dass
1
−

Φ
〈c〉

=
0
.0
5

⇒
c
=

1
.6
4
;

K
=

{
Z

≥
1
.6
4}

(b)
c
so,

dass
Φ
〈c〉

=
0
.0
5

⇒
c
=

−
1
.6
4
;
K

=
{
Z

≤
−
1
.6
4}

(c)
c
1
so,

dass
1
−

Φ
〈c

1 〉
=

0
.0
2
5
⇒

c
1
=

1
.9
6
;

c
0
so,

dass
Φ
〈c

0 〉
=

0
.0
2
5

⇒
c
0
=

−
c
1 ;

K
=

{|Z
|≥

1
.9
6}

K
ritische

W
erte

für
standardisierte

T
estgrösse

unabhängig
von

n
,µ

0 ,σ
0 .

e
B
eispiel

R
eifen

(nach
L
ehn+

W
egm

ann,
1992).

V
ergleich

von
2
P
rofi

len
auf

W
interreifen

b
ezügl.

B
rem

sw
irkung

10
T
estfahrzeuge.

σ
0
=

3
aus

früheren
V
ersuchen.



330

i
P
rofi

l
A

P
rofi

l
B

D
iff
erenz

V
orzeichen

1
44.5

44.9
0.4

+
2

55.0
54.8

–
0.2

–
3

52.5
55.6

3.1
+

4
50.2

55.2
5.0

+
5

45.3
55.6

10.3
+

6
46.1

47.7
1.6

+
7

52.1
53.0

0.9
+

8
50.5

49.1
–
1.4

–
9

50.6
52.3

1.7
+

10
49.2

50.7
1.5

+

m
ittlere

D
iff
erenz

2.29

z
=

2
.2
9
/
(3

/ √
1
0
)
=

2
.4
1
∈

K
:

−→
D
ie
R
eifensorten

unterscheiden
sich

statistisch
signifi

kant

in
der

L
änge

des
B
rem

sw
eges.
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.5f

M
eistens:

N
ullhyp

othese
X

i ∼
N

〈µ
0 ,σ

2〉,
unabhängig,

σ
unb

ekannt.

N
icht

eine
einzige

V
erteilung,

sondern

alle
N
orm

alverteilungen
m
it
E
rw
artungsw

ert
µ
0 .

σ
2:

S
tör-P

aram
eter,

nuisance
param

eter.

σ
durch

den
S
chätzw

ert
σ̂
=

S
ersetzen!

T
=

X
−

µ
0

S
/ √

n
=

X
−

µ
0

√
1

n
(n−

1
) ∑

(X
i −

X
)
2
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8
.5g

S
schw

ankt
zufällig.

T
nicht

norm
alverteilt.

V
erteilung

von
T
hängt

nur
vom

S
tichprob

enum
fang

n
ab.

m
=

n
−

1
” F
reiheitsgrade”.

V
erteilung

von
T
:
grössere

V
arianz

und
langschw

änziger.

1 3
7

15

−
3

0
3

0 

0.4   

N
f〈t〉

t

t-T
est

von
S
tudent.
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.5i

S
/ √

n
:
S
chätzung

der
S
tandard-A

bw
eichung

σ
0 / √

n

des
arithm

etischen
M
ittels

X
,

” S
tandardfehler”,

standard
error

se.

j
B
eispiel

R
eifen:

S
2
=

19 (
(0

.4−
2
.2
9
)
2
+

(0
.2−

2
.2
9
)
2
+

...
+

(1
.5−

2
.2
9
)
2
)
=

3
.3
1
2,

S
tandardfehler

se
=

3
.3
1
/ √

1
0
=

1
.0
4
8
,
t
=

2
.2
9
/
1
.0
4
8
=

2
.1
8
.

m
=

1
0
−

1
.
K
rit.W

ert
2
.2
6
>

|t|.
H

0
nicht

verw
orfen!

E
inseitiger

T
est:

K
ritischer

W
ert

1.83.
S
ignifi

kant!

Interpretation?
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8
.5k

V
orzeichen-T

est
(oder

Z
eichen-T

est).
T
estgrösse

=
A
nzahl

B
eobachtungen

grösser
als

µ
0

=
A
nzahl

p
ositive

V
orzeichen

von
X

i −
µ
0 .

l
H

0
:

X
i ∼

F
0
m
it
M
edian

µ
0 ,

unabhängig.

H
A
:

X
i ∼

F
m
it
M
edian

µ
;

(a)
µ
>

µ
0 ,

(b)
µ
<

µ
0 ,

(c)
µ
6=

µ
0 .

U
:

U
=

A
nzahl{

i|
X

i
>

µ
0 }

F
0 〈U

〉
:

P
0 〈X

i
>

µ
0 〉

=
1
/
2
,

U
∼

B〈n
,
1
/
2〉.

K
:

T
ab
elle!

m
B
eispiel

R
eifen:

8
p
ositive

V
orzeichen

von
n
=

1
0
.

T
ab
elle:

c
0
=

1
,
c
1
=

n
−

c
0
=

9
.

N
ullhyp

othese
durch

den
V
orzeichentest

nicht
abgelehnt.
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8
.5o

K
eine

N
orm

alverteilung
vorausgesetzt!

A
b
er:

Inform
ation

” verschenkt”.

p
R
angsum

m
en-T

est
von

W
ilcoxon

für
gepaarte

S
tichprob

en

oder
V
orzeichen-R

angsum
m
en-T

est

( signed
rank

test,
one-sam

ple
W
ilcoxon

test).

H
0
:

X
i ∼

F
0 ,

unabh.,F
0
stetig

und
sym

m
etrisch

b
ez.

µ
0

H
A
:

X
i ∼

F
,
unabhängig,F

sym
m
etrisch

b
ez.

(a)
µ
>

µ
0 ;

(b)
µ
<

µ
0 ;

(c)
µ
6=

µ
0 .
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U
:

N
ach

folgendem
R
ezept

zu
bilden:

1.
B
ilde

X
′i
=

X
i −

µ
0 ,

streiche
die

negativen
V
orzeichen,

bilde
die

R
änge

R
i .

R
i
=

rank
〈|X

′i | ∣∣∣ |X
′1 |,|X

′2 |,...,|X
′n | 〉

.

B
eispiel

R
eifen:

µ
0
=

0
,
X

i −
µ
0
D
iff
erenz

der
B
rem

sw
ege.

R
änge

R
i :
2,

1,
8,

9,
10,

6,
3,

4,
7,

5.

2.
S
um

m
iere

die
R

i ,
für

die
X

i −
µ
0
>

0

B
eispiel:

2+
8+

9+
10+

6+
3+

7+
5=

50.
S
ei

V
i
=

1
,
falls

X
i −

µ
0
>

0
ist,

V
i
=

0
sonst.

U
+

=
∑

ni=
1
V
i R

i .

B
eispiel:

u
+

=
1
·
2
+

0
·
1
+

1
·
8
+

1
·
9
+

1
·
1
0
+

1
·
6
+

1
·

3
+

0
·
4
+

1
·
7
+

1
·
5
=

5
0
.

U
−
=
∑

ni=
1 (1

−
V
i )R

i .
U

+
+

U
−
=
∑

ni=
1
R

i
=

n
(n

+
1
)/

2
.
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F
0 〈U

〉
:

V
erteilung

von
U

+
oder

U
−
hängt

nicht
von

der
V
erteilung

F
ab

(solange
sie

stetig
ist).

K
:

B
is

n
=

3
0
aus

T
ab
elle:

(a)
c
aus

der
Z
eile

” c,
einseitig”;

K
=

{
U

+
≥

n
(n

+
1
)/

2
−

c}
=

{
U

−
≤

c}
;

(b)
c
aus

der
Z
eile

” c,
einseitig”;

K
=

{
U

+
≤

c};

(c)
c
0
aus

der
Z
eile

” c
0 ,

zw
eiseitig”;

K
=

{
U

+
≤

c
0 }∪

{
U

+
≥

n
(n

+
1
)/

2
−

c
0 }

=
{
m
in〈U

+
,U

−〉≤
c
0 }

.

F
ür

grössere
n
:
A
pproxim

ation
durch

die
N
orm

alvert.
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n
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10

c,
einseitig

-
-

-
-

0
2

3
5

8
10

c
0 ,
zw

eiseitig
-

-
-

-
-

0
2

3
5

8

n
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20

c,
einseitig

13
17

21
25

30
35

41
47

53
60

c
0 ,
zw

eiseitig
10

13
17

21
25

29
34

40
46

53

n
21

22
23

24
25

26
27

28
29

30

c,
einseitig

58
65

73
81

89
98

107
116

126
137

c
0 ,
zw

eiseitig
67

75
83

91
100

110
119

130
140

151



339

B
eispiel

R
eifen:

u
+

=
5
0
,
u
−
=

5
.

T
ab
ellenw

ert
c
0
=

8
,
n
(n

+
1
)/

2
−

c
0
=

4
7

<
u
+

(u
−

≤
8
).

N
ullhyp

othese
verw

orfen.

U
ist

asym
ptotisch

norm
alverteilt.

E〈U
+〉

=
n
(n

+
1
)

4
,

v
a
r〈U

+〉
=

n
(n

+
1
)(2

n
+

1
)

2
4

Z
+

=
U

+
−

E〈U
+〉

√
v
a
r〈U

+〉
=

U
+
−

n
(n

+
1
)/

4
√

n
(n

+
1
)(2

n
+

1
)/

2
4
≈
∼

N
〈0

,1〉

V
erw

erfungsb
ereich

(zw
eiseitig):|Z

+|≥
1
.9
6
.
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.5q

K
eine

(” B
indungen”),

ties)
oder

N
ullen!

N
ullen

(X
i
=

µ
0 )

w
eglassen.

(V
ert.

von
T
=

b
edingte

V
ert.,

gegeb
en

die
A
nzahl

N
ullen).

B
indungen:

R
änge

aufteilen.
A
sym

ptot.
N
äherung

m
it

korrig.
V
arianz.

H
erleitung

der
V
erteilung

von
U

+
:

W
ie
verteilen

sich
die

V
orzeichen

auf
die

R
änge,

w
enn

H
0
gilt?

|x
′i |

0.2
0.4

0.9
1.4

1.5
1.6

1.7
3.1

5.0
10.3

R
ang〈|x

′i |〉
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
V
orz〈x

′i 〉
–

+
+

–
+

+
+

+
+

+
v
i

0
1

1
0

1
1

1
1

1
1

3.
Z
eile

zufällig,
B
ernoulli-vert.

Jede
F
olge

von
10

V
orzeichen

hat
gleiche

W
ahrscheinlichkeit

1
/
2
1
0.

−→
V
erteilung

von
U

+
.
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.5r

T
est-S

tatistiken,
deren

V
erteilung

nicht
von

einem
konkreten

param
etrischen

M
odell

für
die

B
eobachtungen

abhängt,
und

die
entsprechenden

T
ests

nennt
m
an

nicht-param
etrisch

(oder
verteilungsfrei).

R
angtest.

G
enaueres,

A
llgem

eineres
unter

den
S
tichw

orten
R
andom

isierungs-T
ests

oder
P
erm

utations-T
ests.

s
W
ilcoxon-T

est
nützt

absolute
G
rösse

der
p
ositiven

gegenüb
er

den
negativen

X
i −

µ
0
aus.

N
ullhyp

othese
ist

” schärfer”
als

b
eim

V
orzeichnetest:

E
s
w
ird

S
ym

m
etrie

vorausgesetzt.
F
ür

D
iff
erenzen

der
P
aare

b
eiverbundenen

S
tichpr.naheliegend.
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