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S
c
h
lie

sse
n
d
e
S
ta
tistik

7
S
c
h
ä
tz
u
n
g
e
n

7
.1

D
re
i
G
ru
n
d
fra

g
e
ste

llu
n
g
e
n
d
e
r

S
c
h
lie

sse
n
d
e
n
S
ta
tistik

a
A
ufgab

e
der

S
chliessenden

oder
A
nalytischen

S
tatistik:

B
rücke

zw
ischen

M
odellen

und
konkreten

D
aten

schlagen.

B
eispiel

A
sb
est.
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B
eispiel

S
chlafverlängerung.

U
nterschied

X
i
in

der
S
chlafdauer

b
ei
V
erw

endung
von

S
chlafm

ittel
A
gegenüb

er
M
ittel

B
.

M
odell:

X
i
∼

N
〈µ

,σ
2〉,

unabhängig.

B
eobachtungen:

1.2,
2.4,

1.3,
1.3,

0.0,
1.0,

1.8,
0.8,

4.6,
1.4.
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F
ragen:

1
U
m

w
ie
viel

w
ird

der
S
chlaf

verlängert?
W
ie
gross

ist
µ
?

2
Ist

es
m
öglich,

dass
M
ittel

A
nicht

w
irksam

er
ist

als
B
?

Ist
µ
≤

0
m
it
den

B
eobachtungen

vereinbar?

3
In

w
elchen

G
renzen

liegen
die

W
erte

µ

die
aufgrund

der
D
aten

noch
plausib

el
erscheinen?

c
M
ethoden:

1
S
chätzungen,

2
T
ests,

3
V
ertrauensintervalle.
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M
odell

der
Z
ufalls-S

tichprob
e:

D
aten

w
erden

unter
gleichbleib

enden
V
erhältnissen

und

unabhängig
voneinander

gew
onnen.

U
nabhängig

und
gleich

verteilt

(indep
endent

and
identically

distributed,
i.i.d.)
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S
c
h
ä
tz
u
n
g
e
n
fü
r
...

N
o
rm

a
lv
e
rte

ilu
n
g

a
P
roblem

:
M
an

hat
D
aten

und
ein

M
odell

für
sie

in
F
orm

einer
param

etrischen
V
erteilungsfam

ilie,

X
i
∼

N
〈µ

,σ
2〉

(i.i.d.).

W
erte

der
P
aram

eter
festlegen,

und
zw

ar
so,

dass
sie

m
öglichst

gut
zu

den
D
aten

passen.

d
B
sp.

S
chlafverlängerung.

E
rw
artungsw

ert
µ
schätzen

durch
das

arithm
.
M
ittel

X

V
arianz

σ
2
schätzen

durch
die

em
pir.

V
arianz

v̂
a
r
=

S
2.

X
=

1
.5
8
,

S
2
=

19 ∑
1
0

i=
1 (X

i
−

X
)
2
=

1
.5
1
=

1
.2
3
2.

M
odell,

das
die

D
aten

gut
b
eschreibt:

N
〈1

.5
8
,1

.2
3
2〉.
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e
B
eispiel

K
üken

:
X

=
1
0
6
.2
5
,

S
2
=

1
1
1
.8

=
1
0
.6

2,
X

i
∼

N
〈1

0
6
.2
5
,1

0
.6

2〉.

80
90

100
110

120
130

0 5 10 15 20
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P
rinzip:

K
ennzahlen

der
S
tichprob

e

m
it
K
ennzahlen

der
V
erteilung

identifi
zieren!

−
→

M
om

enten-M
ethode.

g
µ
ist

(auch)
M
edian

der
N
orm

alverteilung.

A
lso

durch
den

M
edian

der
S
tichprob

e
schätzen.
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h
X

und
m̂
e
d
sind

S
chätzungen

für
den

P
aram

eter
µ
der

N
orm

alverteilung.

S
chätzungen

sind
F
unktionen,

die

den
n
D
aten

eine
Z
ahl

und
dam

it

den
n
Z
ufallsvariablen

X
1 ,...,X

n
eine

Z
ufallsvariable

zuordnen.

S
chätzungen

sind
selbst

Z
ufallsvariable.

B
azeichnung:

G
rossbuchstab

en:
X
,
T

oderH
ut

üb
er

P
aram

eter,
µ̂
,
σ̂
,
allgem

ein
θ̂.
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E
ig
e
n
sc
h
a
fte

n
v
o
n
S
c
h
ä
tz
u
n
g
e
n

a
E
igenschaften

v.
S
chätzungen

m
.
H
ilfe

des
W
.m

odells
studieren.

D
azu

vergessen
w
ir
f.
den

M
om

ent
die

konkreten
D
aten

w
ieder.

L
egen

M
odell

für
die

B
eobachtungen

fest.

b
X

i
∼

N
〈µ

,σ
2〉,

i
=

1
,2

,...,n
(i.i.d.).

S
chätzung

X
oder

m̂
e
d
?
V
erteilungen

studieren!

V
erteilung

von
X
?

V
erteilung

von
m̂
e
d
?

z.B
.
S
im
ulation.

Ü
bungen.

E
rgebnisse?

E
m
pirischer

M
edian

m̂
e
d
von

n
=

5
X

i
∼

N
〈5

,1
〉.
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3
5

7
0.0

0.05

0.10

0.15

0 0.2

0.5

sim
uliert

asym
ptotisch

exakt

sim
ulierte

W
ahrscheinlichkeit

D
ichte
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W
elche

S
chätzung

soll
m
an

w
ählen?

D
ie
S
chätzung

T
soll

m
öglichst

nahe
b
ei

θ
liegen!

E
in

M
ass

für
die

G
rösse

der
A
bw

eichungen
ist

der

” m
ittlere

quadratische
F
ehler”

M
S
E
=

E
〈
(T

−
θ
)
2 〉

=
v
a
r〈T

〉
+

( E
〈T

〉
−

θ
)
2

b
=

E
〈T

〉
−
θ
m
isst

U
nterschied

zw
.
dem

E
rw
artungsw

ert
von

T

und
dem

” S
ollw

ert”
θ.

S
ystem

atischer
F
ehler

oder
B
ias

b
der

S
chätzung.

B
ias

b
=

0
:
” erw

artungstreu”

b
2
und

v
a
r〈T

〉
sollen

klein
sein!

O
der:

E
rw
artungstreu

(b
=

0
)
und

v
a
r〈T

〉
m
öglichst

klein!
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X
i
∼

N
〈5

,1
〉,

i
=

1
,2

,...,n
.

E
〈X

〉
=

E
〈X

i 〉
=

µ
=

5
.

E
〈m̂

e
d
〉
=

µ
=

5
.

v
a
r〈X

〉
=

1n
v
a
r〈X

i 〉
=

15 .
v
a
r〈m̂

e
d
〉?

S
im
ulation:

≈
0
.2
9
4
.

S
tandardabw

eichungen
(” S

tandardfehler”)
0.447

resp.
0.542.

X
gew

innt!
...

auch
gegenüb

er
allen

anderen.

F
ür

norm
alvert.

B
eob.

ist
X

die
b
este

S
chätzung

von
µ
!

f
E
xp
onential-V

ert.
S
chätzung

der
H
albw

ertszeit
(M

edian)

τ
=

lo
g
e 〈2

〉/
λ
.
X

i
∼

E
x
p
〈λ

〉.

E
m
pirischer

M
edians

von
n
=

3
und

n
=

5
B
eobachtungen.

E
〈m̂

e
d
6=

τ
!

b
6=

0
.

b
nim

m
t
m
it
zunehm

endem
n
ab.

D
ie
V
erteilung

w
ird

schm
aler.
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B
eobachtungen

M
edian, n =

 3
M

edian, n =
 5

0
2

4

Dichte

B
ia
s

M
ed
ia
nH

HHj

E
〈m̂

e
d
〉,n

=
5?

3�
���
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b
=

0
:
biasfrei

oder
erw

artungstreu
(englisch

unbiased).
V
iele

übliche
S
chätzungen

sind
erw

.treu,
w
enn

die
M
odell-A

nnahm
en

” stim
m
en”.

j
V
arianz

σ
2
=

v
a
r〈X

i 〉
schätzen!

S
2
=

1
n
−
1 ∑

i (X
i
−

X
)
2.

G
ute

S
chätzung?

E
rw
artungstreu?

E
s
sei

E
〈X

i 〉
=

0
.

E 〈∑
ni=

1 (X
i
−

X
)
2 〉

=
E
(∑

ni=
1
X

2i
−

n
X

2 )

=
∑

ni=
1
E
〈X

2i
〉
−

n
E
〈X

2〉

=
n
σ
2
−

n
·
1n
σ
2
=

(n
−

1
)σ

2

D
eshalb

der
om

inöse
F
aktor

1
/
(n

−
1
)
in

S
2.

k
V
erteilung

von
S
2
hängt

von
der

V
erteilung

der
X

i
ab!


