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2.6TransformationenvonBeobachtungen

bUmrechnungvon
0
Fin

0
C:

x7→y=a+b·xoderx7→y=b·(x+c)

lineareTransformation.
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0 5010

0

6

010

0

5

Histogrammder
ursprünglichenDaten

gedrehtes
Histogrammder

transformiertenDaten

Transformation
y=1+0.5x

x

x

y

x3

y3
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2.6

dLageY=a+b·LageX

StreuungY=|b|·StreuungX.

Formunverändert.

eStandardisierteStichprobezi=(xi−x)/sdX

−→z=0,varZ=1.
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2.6

fForm:

SchiefeX=SchiefeZ=
1

n

∑n

i=1
z
3
i

Langschwänzigkeit=ExzessX=ExzessZ=
1

n

∑n

i=1
z
4
i−3
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gNicht-lineare,monotoneTransformationenx7→g〈x〉
verändernLage,StreuungundSchiefe.
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0 4010

-1

0

1
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0

5

Histogrammder
ursprünglichenDaten

gedrehtes
Histogrammder

transformiertenDaten

Transformation
y=lg〈x〉

x

x

y

x3

y3

MedianundQuantilesind
”
äquivariant”,med7→g〈med〉
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2.6

hLogarithmus-undWurzel-Transformation:
PositiveSchiefenimmtab.−→Nützlich!

BeispielHagel-Energien(
”
GrossversuchIV”zur

HagelbekämpfungimNapfgebiet,1980-85)

040000

 0

100

05

0

50
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2.6

iHagelenergie=0,lg〈0〉=−∞!Deshalbx7→lg〈x+c〉.
c=?Nichteinfachc=1!c=q∗2

1/4/q∗
3/4.

jBasisdesLogarithmus:Mess-Einheit.
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2.7Wertebereiche,Datensorten

bDerBereichdermöglichenWerte:
1.

”
alle”reellenZahlen;

2.diepositivenZahlen,mitoderohneNull:Beträge;
3.Intervall[0,1]oder[0%,100%]:Anteile,Prozentzahlen;
4.nicht-negativeganzeZahlen:Anzahlen,Zähldaten;
5.{0,1/n,2/n,...,(n−1)/n,1}fürgeg.n:

AnteileausAnzahlen;
6.{0,1}(0oder1):binäreDaten;
7.{0,1,2,...,n}alsCodesfürHerkunft,Typ,Farbe,...:

nominaleDaten;
8.Intervall[0

0
,360

0
)oder[0

0
,180

0
):Winkel,Richtungen,

zirkuläreDaten.
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2.7

cZensierteDaten.

ÜberlebenszeitenvonPatientennacheinerHerzoperation,

ErholungszeitennacheinerErkrankung,
BrenndauernvonGlühbirnen,

VerweildauernvonZugvögeln:

Beob.
”
zensuriert”:überlebenszeit≥Beobachtungsdauerci.

dOrdnungsstruktur.

NominaleDaten:Codes1,2,3,...,
Ordnung1<2<3...nichtsinnvollinterpretierbar.

Unterschiede6=DifferenzenzwischenBeobachtungen.



260
2.7

eZustandv.Bäumen:Klassenv.0(gesund)bis4(abgestorben).

”
Bonitierung”.OrdnungvonBedeutung.

Aberwieder:Unterschiede6=Differenzen.Ordinalskala.

Temperaturen:Unterschiede=Differenzen.Differenzenskala

Konzentrationen:Unterschiede=Verhältnisse.Quotientenskala
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2.8*TransformationenundUnterschiedezwischen

Beobachtungen

aDatensotransformieren,dassUnterschiede=Differenzen!

Oder:Unterschiede=Rang-Differenzen.

Rang-Transformationxi7→Rang〈xi〉
hängtvonderganzenStichprobeab!
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StetigeVerteilungen

6.1Einleitung
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•RepetitiondiskreteVerteilungen:

1.VerteilunggegebendurchdieP〈X=x〉
fürallemögl.Wertex(=0,1,2,...f.Zähldaten)

2.oder:durch(theoretische)kumulativeVerteilungsfn.

F〈x〉=P〈X≤x〉.

3.ZufallszahlenmiteinerbestimmtenVerteilung:
z`uniformverteilteZz.in(0,1)

x`=F−1
〈z`〉:Zz.mitVerteilungF.

Punkte2und3genaugleichfürstetigeVerteilungen.
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•Wirbrauchennochetwasmehr
Theorie=Wahrscheinlichkeitsrechnung:

•TransformationenvonZufallsvariablen,

•mehrereZufallsvariable,gemeinsameVerteilung

•ModellfüreineZufalls-Stichprobe
=mehrereMessungen

”
dergleichenGrösse”

BitterepetierenSiedieGrundbegriffe
AbleitungundIntegral(Stammfunktion)Buch6.1.d-e
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6.2Grundbegriffe,Exponential-unduniformeVert.

dBeispielRegentropfen.X-Koordinate.

F〈x〉=





0fürx<α
x−α
β−αfürα≤x≤β

1fürx>β.

X∼U〈α,β〉:uniformeVerteilung,Rechtecks-Vert.

Anwendung:Rundungsfehler:Mess-Ergebnis1.2,

eigentlicherMesswertX∼U〈1.15,1.25〉.
(
”
Wahrer”Wert:weiterweg!)



266
6.2

eExponential-Verteilung:

F〈x〉=

{
1−e−λxfürx≥0,
0fürx<0

Anwendungen:

•ZeitbiszumEintreffeneinesbestimmten
”
Ereignisses”

=
”
Wartezeit”.

•Speziell:ZeitbiszueinemDefektbeieinemGerät

biszumTodbeiLebewesen=Lebensdauer,Überlebenszeit
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6.2

f*ZusammenhangmitPoisson-Verteilung:

PzähltEreignisseineinembestimmtenZeitabschnitt.

X=WartezeitbiszumnächstenEreignis,

Y=AnzahlEreignisseindernächstenStunde

P〈Y=0〉=
λ

0

0!
exp〈−λ〉=P〈X>1〉=FX〈1〉

Poisson-Prozess
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6.2

gBeispielAtomzerfall.Exponential-Verteilung.

FürwelchenZeitpunktwirddieWahrscheinlichkeit,

dassdasIsotopbisdahinzerfällt,gleich1/2?

Antwort:Median

F〈x〉=1−e−λx
=

1

2⇒−λx=loge

〈1
2

〉

⇒x=loge〈2〉/λ=0.693/λ

DerWahrscheinlichkeit1/2desZerfallseineseinzelnenIsotops

entsprichtdierelativeHäufigkeit1/2

derzerfallenenIsotopebiszumZeitpunkt0.693/λ.

Strahlunghalbiert,Halbwertszeit.
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i
Z
ufallszahlen,

exp
onential-verteilt

x
=

F
−
1〈z〉

=
−

1λ
lo

g
e 〈1−

z〉

0
2

0 1

x
1

x

z
1

z
F
〈x〉
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6.2

jDarstellungvonVerteilungen.

FürdiskreteZufallsv.P〈X=x〉,Stabdiagramm(Histogramm).

Derrel.HäufigkeitfürKlasse(c,c+∆c)entspricht

P〈c≤X≤c+4c〉=F〈c+4c〉−F〈c〉

Klasseneinteilungverfeinern!–FlächenproportionalzuAnteilen:

P〈c<X≤c+4c〉/4c=(F〈c+4c〉−F〈c〉)/4c

Grenzübergang4c→0:Höhe=AbleitungvonF.
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6.2

kDefinition.DichtefeinerstetigenZufallsvariablenX

=AbleitungihrerVerteilungsfunktionF,

f〈x〉=F′〈x〉.

Umkehrung:

F〈x〉=

∫x

−∞
f〈t〉dt

StammfunktionvonfmitF〈−∞〉=0.

WahrscheinlichkeitenfürIntervalle:

P〈a<X≤b〉=F〈b〉−F〈a〉=

∫b

a

f〈t〉dt.

f〈x〉≥0fürallex,
∫∞
−∞f〈x〉dx=1.
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6.2

lExponential-Verteilung

F〈x〉=1−e−λx

f〈x〉=λe−λx

fürx>0.
Wahrsch.füreinIntervall:FlächeunterderDichtekurve.

013
0

1

P〈a<X≤b〉
�

�
�

�

ab

α
@

@@

qαx

f〈x〉

muniformeVerteilungauf(α,β).f〈x〉=?
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6.3KennzahlenfürstetigeVerteilungen

aQuantile:qα=F−1
〈α〉.

bFürklassierteDatenwardasarithmetischeMittelx≈∑
kzkfk.

zk:Mittederkten
”
Klasse”Ckfk:relativeHäufigkeit.

E〈X〉≈
∑

k
zkP〈ck−1≤X≤ck〉

=
∑

k

(
ck−1+4c

2

)F〈ck−1+4c〉−F〈ck−1〉
4c·4c,

4c:Klassenbreite.–Grenzübergang:
F〈ck−1+4c〉−F〈ck−1〉

4c→f〈ck−1〉

E〈X〉≈
∑

k
ck−1f〈ck−1〉4c

E〈X〉=

∫
cf〈c〉dc=

∫∞

−∞
xf〈x〉dx
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6.3

dVarianz:

var≈
∑

k

(zk−x̃)
2
P〈ck−1≤X<ck〉

var〈X〉=

∫∞

−∞

(
x−E〈X〉

)2
f〈x〉dx

=E
〈
(X−µ)

2〉

σ
2
=var〈X〉.

σ:Standardabweichung.
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6.3

eExponential-Verteilung:f〈x〉=λe−λxfürx≥0.

E〈X〉=

∫∞

0

xλe−λx
dx

=λ

∫∞

0

xe−λx
dx

=λ·
([

x

(−1

λeλx

)]∞

0

−
∫∞

0

1·
(
−

1
λe−λx)

dx

)

=

∫∞

0

e−λx
dx=−

1

λ

[
e−λx]∞

0=
1

λ
.

var〈X〉=

∫∞

0

(
x−

1

λ

)2

λe−λx
dx=

1

λ2
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6.4TransformationenvonZufallsvariablen

aZufallsvariableX,Verteilunggegeben.

ZufallsvariableY:Y〈ω〉=g
〈
X〈ω〉

〉
.

VerteilungvonY?

g〈x〉=a+b·xlineareT.

g〈x〉=lg〈x〉Logarithmus-T.

X=5.1⇒Y=lg〈5.1〉=0.71.
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6.4

cF
(Y)

〈0.71〉=P〈Y≤0.71〉=P〈lg〈X〉≤lg〈5.1〉〉
=P〈X≤5.1〉=F

(X)
〈5.1〉.

Allgemein:

F
(Y)

〈y〉=P〈Y≤y〉=P〈g〈X〉≤g〈x〉〉
=P〈X≤x〉=F

(X)
〈x〉.

Schwierigkeit:ZufallsvariablenX,Y

unddieZahlenx,yauseinanderhalten.

dF
(Y)

〈y〉=F
(X)〈

g−1
〈y〉
〉

lg−1
〈y〉=exp〈y〉,lg−1

〈0.71〉=5.1,F
(Y)

〈0.71〉=F
(X)

〈5.1〉.
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6.4

ey=g〈x〉
F

(Y)
〈y〉=P〈Y≤y〉=P〈g〈X〉≤g〈x〉〉

=P〈X≤x〉=F
(X)

〈x〉.
Schwierigkeit:ZufallsvariablenX,Y

unddieZahlenx,yauseinanderhalten.

fWiewirddieDichtetransformiert?–Kettenregel:...

gBeispielQuadrat.X∼U〈0,2〉
ZFlächeeinesQuadratesmitSeitenlängeX.Y=X

2

hSkalen-Änderung:Y=bX

f
(Y)

〈y〉=
1
bf

(X)
〈x〉
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6.4

kKennzahlen:Quantile,MedianvonY:

q
(Y)
α=g

〈
q
(X)
α

〉
,fallsgmonotonzunehmendist.

α=P〈X≤q
(X)
α〉=P

〈
g〈X〉≤g

〈
q
(X)
α

〉〉
=P

〈
Y≤g

〈
q
(X)
α

〉〉
.

lErwartungswert,Varianz:keinewesentlicheVereinfachung.

mLineareTransformation:y=a+bx

E〈Y〉=a+b·E〈X〉,var〈Y〉=b
2
·var〈X〉.
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6.4

nWiewirddieDichtetransformiert?–Kettenregel:

f
(Y)〈

g〈x〉
〉
·g′〈x〉=f

(X)
〈x〉

f
(Y)

〈y〉=f
(X)〈

g−1
〈y〉
〉/

g′〈
g−1

〈y〉
〉

oBeispielQuadrat.X∼U〈0,2〉
ZFlächeeinesQuadratesmitSeitenlängeX.

F
(X)

〈x〉=
x

2
,f

(X)
〈x〉=

1

2

F
(Z)

〈z〉=F
(X)

〈√z〉=

√z

2

f
(Z)

〈x
2
〉·2x=f

(X)
〈x〉=

1

2
=⇒f

(Z)
〈z〉=

1

4√z
.

f
(Z)

〈z〉=(F
(Z)

)′〈z〉!
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6.4

pSkalen-Änderung.

X∼Exp〈λ〉,g〈x〉=b·xmitb>0.

g−1〈y〉=y/b,g′〈x〉=b.

F
(Y)

〈y〉=F
(X)

〈y/b〉=1−e−λy/b

f
(Y)

〈b·x〉·b=f
(X)

〈x〉=λe−λx

f
(Y)

〈y〉=
λ

b
e−λy/b

.

µ=
λ
b⇒f

(Y)
〈y〉=µe−µy.

Y∼Exp〈λ/b〉
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6.4

sKennzahlen:Quantile,MedianvonY:

q
(Y)
α=g

〈
q
(X)
α

〉
,fallsgmonotonzunehmendist.

α=P〈X≤q
(X)
α〉=P

〈
g〈X〉≤g

〈
q
(X)
α

〉〉
=P

〈
Y≤g

〈
q
(X)
α

〉〉
.

tErwartungswert:keinewesentlicheVereinfachung.BeispielQuadrat

E〈Z〉=
∫4

0zf(Z)〈z〉dz=
∫4

0z
1

4√zdz=
1
4

∫4

0

√zdz=
1
4

[2
3z3/2]4

0=
4
3

oderE〈Z〉=
∫

g〈x〉f
(X)

〈x〉dx=
∫2

0x
21

2dx=1
2

[x3

3

]2
0=

4
3

(Dagegenistg
〈
E〈X〉

〉
=1

2
=1.)
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6.4

uLineareTransformation:y=a+bx

E〈Y〉=a+b·E〈X〉,var〈Y〉=b
2
·var〈X〉.

vHerleitung:E〈Y〉=

∫
yf

(Y)
〈y〉dy

y=a+bx,dy=bdx
∫

(a+bx)f
(Y)

〈a+bx〉bdx=

∫
(a+bx)

f
(X)

〈x〉
b

bdx

E〈Y〉=a

∫
f

(X)
〈x〉dx+b

∫
xf

(X)
〈x〉dx=a+b·E〈X〉

var〈Y〉=E
〈
(Y−E〈Y〉)

2〉
=E

〈
(a+bX−(a+bE〈X〉))

2〉

=E
〈
b
2

(X−E〈X〉)
2〉

=b
2

var〈X〉.
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6.4

wStandardisierteZufallsvariable.

ZufallsvariableXmitErwartungswertµundVarianzσ
2
.

Transformation:Zso,dassE〈Z〉=0undvar〈Z〉=1:

g〈x〉=(x−µ)/σ.

E〈Z〉=
1

σ
(E〈X〉−µ)=0,var〈Z〉=

1

σ2var〈X〉=1.
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6.5DieNormalverteilung

aNormalverteilung,
”
GaussscheGlockenkurve”spielteine

zentraleRolleinderWahrscheinlichkeitstheorieundStatistik.

•MathematischeinfacheGesetze

•PasstinvielenSituationennichtschlecht.
Grund:Wennsichvielekleine,unabhängigeZufallseffekte
summieren,
istdieSummenäherungsweisenormalverteiltnachdem

”
ZentralenGrenzwertsatz”.
−→”

HypothesederElementarfehler”
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6.5

bStandard-NormalverteilungsN:Dichte

f〈z〉=φ〈z〉=c·e−
1

2z
2

”
Normierungskonst.”cso,dass

∫∞
−∞f〈z〉dz=1.c=1/

√
2π

−3−2−10123

−0.2
z

f〈z〉

KumulativeVerteilungsfunkt.Φ.Keine
”
geschlossene”Formel.
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6.5

cWegenderSymmetrieistE〈Z〉=0.

var〈Z〉=c

∫
z
2

exp

〈
−

1

2
z
2

〉
dz=1

eLageundStreuungsollsichandieDatenanpassen.
LineareTransformationvonZ∼sN:X=µ+σZ

E〈X〉=...,var〈X〉=...,St.abw.〈X〉=...,Dichte:

f
(X)

〈x〉=
1

√
2πσ

exp

〈
−

1

2

(x−µ

σ

)2〉

Xnormalvert.m.ErwartungswertµundVar.σ2.X∼N〈µ,σ2〉.

fKumulativeVerteilungsfunktion

F〈x〉=
1

√
2πσ

∫x

−∞
exp

〈
−

1

2

(t−µ

σ

)2〉
dt
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1−Φ〈z〉
z=
↓+→0.000.010.020.030.040.050.060.070.080.09

0.0.5000.4960.4920.4880.4840.4801.4761.4721.4681.4641
0.1.4602.4562.4522.4483.4443.4404.4364.4325.4286.4247
0.2.4207.4168.4129.4090.4052.4013.3974.3936.3897.3859
0.3.3821.3783.3745.3707.3669.3632.3594.3557.3520.3483
0.4.3446.3409.3372.3336.3300.3264.3228.3192.3156.3121
0.5.3085.3050.3015.2981.2946.2912.2877.2843.2810.2776
0.6.2743.2709.2676.2643.2611.2578.2546.2514.2483.2451
0.7.2420.2389.2358.2327.2296.2266.2236.2206.2177.2148
0.8.2119.2090.2061.2033.2005.1977.1949.1922.1894.1867
0.9.1841.1814.1788.1762.1736.1711.1685.1660.1635.1611
1.0.1587.1562.1539.1515.1492.1469.1446.1423.1401.1379
1.1.1357.1335.1314.1292.1271.1251.1230.1210.1190.1170
1.2.1151.1131.1112.1093.1075.1056.1038.1020.1003.0985
1.3.0968.0951.0934.0918.0901.0885.0869.0853.0838.0823
1.4.0808.0793.0778.0764.0749.0735.0721.0708.0694.0681
1.5.0668.0655.0643.0630.0618.0606.0594.0582.0571.0559
1.6.0548.0537.0526.0516.0505.0495.0485.0475.0465.0455
1.7.0446.0436.0427.0418.0409.0401.0392.0384.0375.0367
1.8.0359.0351.0344.0336.0329.0322.0314.0307.0301.0294
1.9.0287.0281.0274.0268.0262.0256.0250.0244.0239.0233
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Tabelle!Standardisieren!

F
(X)

〈x〉=F
(Z)

〈x−µ

σ

〉
=Φ

〈x−µ

σ

〉

Beispiel:X∼N〈10,22〉.WiegrossistF(X)〈14〉?
z=(x−µ)/σ=2,F

(sN)
〈2〉=Φ〈2〉=?

Tabelle:1−Φ〈2〉=0.023,alsoF
(X)

〈14〉=Φ〈2〉=0.977.

FürnegativezbenütztmandieSymmetrie:

Φ〈z〉=P〈Z≤z〉=P〈Z≥−z〉=1−P〈Z≤−z〉=1−Φ〈−z〉
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x=8,µ=10,σ=2:

z=(8−10)/2=−1,Φ〈z〉=1−Φ〈−z〉=1−Φ〈1〉=

0.1587,F
(X)

〈8〉=0.1587.

gWahrscheinlichkeitenfürIntervalle

IntervallWahrscheinlichkeit
(µ−σ,µ+σ)ca.2/3;
(µ−2σ,µ+2σ)ca.95%;
(µ−3σ,µ+3σ)ca.100%(99.7%).
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99.994%
99.73%
95.5%
68%

- �

- �

- �

- �

µ µ−σ µ−2σµ+σµ+2σ

2/3 95%

6

?

6

?

f〈x〉

F〈x〉

x

x
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6.5

hBeispielWaage.MessfehlerXnormalverteiltmitµ=0und

σ=0.63mg.

WiegrossistdieWahrscheinlichkeit,dasseineMessungum

≤0.63mg,1.26mgoder1mgvomwahrenWertabweicht?

Für1mgrechnenwir

P〈|X|≤1〉=P〈−1≤X≤1〉=2P〈0≤X≤1〉

=2P

〈
0≤Z<

1−0

0.63

〉
=2

(
Φ〈1.587〉−

1

2

)
=0.888.
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6.5

iBeispielKüken:Normalvert.passtrechtgutaufdasHistogramm.

Welchesµ,σ?−→SchätzungderParameter.

8090100110120130

0
5

10
15

20
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6.5

jBeträge:X>0,schiefeVerteilungen.Alsonichtnormalverteilt.

Aber:
Y=log〈X〉∼N〈µ,σ

2
〉.

XhateineLognormal-VerteilungmitParameternµundσ
2
.

DichteundKennzahlenderLognormal-Vert.nichtwichtig.

ArbeitenSiemitlogarithmiertenDaten!
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BeschreibendeStatistikmehrdimensionalerDaten

3.1GrafischeDarstellungeneinerStichprobe
vonZahlenpaaren

aBeispiele

•DruckundVolumenbeieinemphysikalischenExperiment,

•SauerstoffzufuhrundAusbeutebeieinemchem.Versuch,

•Blattflächeundmittl.Fotosynthese-RatebeieinerPflan-
ze,

•Spraydosen-TreibgasverbrauchundOzongehalt,

•GeschwindigkeitundBremswegeinesAutos,

•GrössedesVatersundGrössedesSohnes.

ZusammenhangzwischendenzweiVariablen?
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3.1

bNotation:[xi,yi].BivariateStichprobe.

Streudiagramm(scatterplot).

StreudiagrammfunktioniertoftnichtaufAnhieb:

•verdecktePunkte

•zuvielePunkte

•Ausreisser



298

c

Fallhöhe

Frequenz

0
20

40
60

80
100

0 10 20 30 40
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dEinfachsteundanschaulichsteArteinerBeziehungist
einlinearerZusammenhang.
OftdurchTransformationeineroderbeiderVar.zuerreichen.
Oder

”
logarithmierteAchsen”,

”
Log-Skala”.

e

Kehrwert der Fallhöhe

Frequenz

0.00.050.100.150.20

0
10

20
30

40

Fallhöhe

W
ellenlänge

020406080100

0.0
0.1

0.2
0.3
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3.2DiePearsonscheProduktmomenten-Korrelation

(
”
gewöhnlicheKorrelation”)

aKennzahlfürdenZusammenhang:Korrelation.

bx′
i=(xi−x)/sdX,y′

i=(yi−y)/sdY

rXY=
1

n−1

∑n

i=1
x′

iy′
i

rXY=
sXY

sdXsdY

sXY=
1

n−1

∑n

i=1
(xi−x)(yi−y)

rXY:Produktmomenten-KorrelationoderPearsoncorrelation.

sXY:Kovarianz.
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-

6

x′

y′

◦
◦

◦ ◦

◦

◦

◦

[x′
i,y′

i]

x′
i·y′

i
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3.2

dSpezialfälle:

•xi=yi:sXY=
1

n−1

∑n
i=1(xi−x)

2
=sd

2
X=sd

2
Y,

rXY=1.

•yi=a+bxi:

yi−y=b·(xi−x),sXY=
1

n−1
b
∑n

i=1
(xi−x)

2
=bsd

2
X

sd
2
Y=b

2
sd

2
X,rXY=bsd

2
X/(sdX·|b|sdX)=b/|b|

rXY=1,fallsb>0ist,rXY=−1fallsb<0

•PunkteengumeineGerade:rXYnahebei±1.

DieProduktmomenten-KorrelationmisstStärke&Richtung
deslinearenZusammenhangeszwischenXundY.

eBeispielWasserfällerXY=−0.74,r1/X,Y=+0.96.
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3.2

h
•SymmetrischeStichprobe:rXY=0,keinlinearerZus.hang.

-

6

x′

y′

◦ ◦

◦ ◦

◦

◦

◦ ◦
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3.2

iStreudiagrammemitgleichemKorrelations-Koeffizienten

könnensehrverschiedenaussehen!

jrXYnichtrobust!
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3.3Rangkorrelationen

aSpearmanscheRangkorrelation.

KorrelationzwischendenRängenderxiunddenRängenderyi,

r
(Sp)
XY=

sRang〈X〉,Rang〈Y〉
sdRang〈X〉sdRang〈Y〉

=1−
6

n(n2−1)

∑n

i=1

(
Rang〈xi〉−Rang〈yi〉

)2
,

fallskeineBindungen(geteiltenRänge)auftreten.
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Fallhöhe

Frequenz

0
20

40
60

80
100

0 10 20 30 40

R
ang(Fallhöhe)

Rang(Frequenz)

2
4

6
8

10

2 4 6 8 10

c
B
eispiel

der
W

asserfä lle:
r
(S

p
)

X
Y

=
−
0
.9

3
.
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3.3

dWenndieximonotonwachsendtransformiertwerden,

ändertsichr
(Sp)
XYnicht,

”
bleibt(invariant)”.

r
(Sp)
XY=±1,fallsReihenfolgenderX-undderY-Werte

genaugleichoderentgegengesetztsind.

RangkorrelationmisstStärkeundRichtungdes

monotonenZusammenhangs.
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3.4ZurInterpretationvonKorrelationen

•Zufall.

•Ursache–Wirkung-Zus’hang.OftdasGewünschte.

•IndirekterZusammenhang:XundYhängenvonZab.

•Inhomogenität:
HämoglobingehaltundOberflächederrotenBlutkörperchen:

FürFrauenundMännerkeinZusammenhang.

ZulassungzurHochschule.
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•”
Technische”K.:Standardisierungmitgleicher,ungenau

erfassterGrösse.

•Schein-K.zwischenZeitreihen:

StörcheundGeburten;

ZahlderFernsehapparateundderZahlderVerbrechen(?)

Regression:Wichtig!Später.
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6.7GemeinsameundbedingteVerteilung

aBeispielRegentropfenX,YKoordinaten.

UniformeVerteilungaufeinerPlatte:W.einesEreignisses

prop.zurFläche.

6

-

x
x

y

y

F〈x,y〉
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6.7

bGemeinsameVerteilungvon2ZufallsvariablenX
(1)

,X
(2)

gegebendurchkumulativeVerteilungsfunktion

F〈x1,x2〉=P〈X
(1)

≤x1,X
(2)

≤x2〉

WahrscheinlichkeitenfürRechtecke:

P〈a1<X
(1)

≤b1,a2<X
(2)

≤b2〉
=F〈b1,b2〉−F〈b1,a2〉−F〈a1,b2〉+F〈a1,a2〉.
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6.7

cDichte

f〈x1,x2〉=lim
h1→0,h2→0

P
〈
x1−h1<X(1)≤x1,x2−h2<X(2)≤x2

〉

h1h2

=
∂

2
F〈x1,x2〉
∂x1∂x2

.

Regentropfen-Beispiel:

f〈x1,x2〉=

{1/α,falls[x1,x2]∈Platte;

0sonst,
α:FlächederPlatte.

d
P
〈
[X

(1)
,X

(2)
]∈A

〉
=

∫

A

f〈x1,x2〉dx1dx2
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6.7

eRandverteilung:

P〈a1<X
(1)

≤b1〉=P〈a1<X
(1)

≤b1,X
(2)

beliebig〉

=

∫b1

x1=a1

(∫∞

x2=−∞
f〈x1,x2〉dx2

)
dx1

f
(1)

〈x1〉=

∫∞

x2=−∞
f〈x1,x2〉dx2

fBedingteVerteilung,geg.EreignisAmitP〈A〉>0:wiegehabt.
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Exponential-Verteilung:

XZeitbiszumerstenImpulsdesGeigerzählers.

1.SekundekeinTon.

WieistdannderRestY=X−1der
”
Wartezeit”verteilt?

P〈X>x〉=1−F〈x〉=e−λx
;

P〈Y>y|X>1〉=
P〈X>1+y〉

P〈X>1〉
=

exp〈−λ(1+y)〉
exp〈−λ〉

=exp〈−λy〉=P〈X>y〉.

P〈X>y〉=P〈Y>y|X>1〉.aberEreignisseverschieden!

Vt.vonY=X−1,geg.X>1(alsoY>0),=Vt.vonX.

X−1|X>1∼Exp〈λ〉”
Gedächnislosigkeit”
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6.8UnabhängigeZufallsvariableundKorrelation

aZweiZufallsvariableX(1)undX(2)heissenunabhängig,falls

P〈X
(1)

∈Ã,X
(2)

∈B̃〉=P〈X
(1)

∈Ã〉·P〈X
(2)

∈B̃〉

füralleÃundB̃.–Dichtenmultiplizierensichauch:

f〈x1,x2〉=
∂

2
F〈x1,x2〉
∂x1∂x2

=lim
h1→0,h2→0

P
〈
x1−h1<X(1)≤x1,x2−h2<X(2)≤x2

〉

h1h2

=lim
h1→0,h2→0

P
〈
x1−h1<X

(1)
≤x1

〉

h1

·
P
〈
x2−h2<X

(2)
≤x2

〉

h2

=f
(1)

〈x1〉·f
(2)

〈x2〉.
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6.8

bX1∼N〈µ1,σ
2
1〉,X2∼N〈µ2,σ

2
2〉unabhängig.

GemeinsameDichte

f〈x1,x2〉=
1

√
2πσ1

exp

〈
−

1

2

(x1−µ1

σ1

)2〉
1

√
2πσ2

·exp
〈
−

1

2

(x2−µ2

σ2

)2〉

=
1

2πσ1σ2

exp

〈
−

1

2

((
x1−µ1

σ1

)2

+

(x2−µ2

σ2

)2)〉

SpezialfallderzweidimensionalenNormalverteilung.
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6.8

cMassfürdieAbhängigkeit:Korrelationr12=s12

/
(sd1sd2).

Modell-Grösseneinsetzen!µ1=E〈X
(1)

〉,µ2=E〈X
(2)

〉.

cov〈X
(1)

,X
(2)

〉=E〈(X
(1)

−µ1)(X
(2)

−µ2)〉
cov〈X

(1)
,X

(2)
〉=

∫∫
(x1−µ1)(x2−µ2)f〈x1,x2〉dx1dx2

〈X
(1)

,X
(2)

〉=
cov〈X

(1)
,X

(2)
〉 √

var〈X
(1)

〉·var〈X
(2)

〉
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6.8

dWennzweiZufallsvariableunabhängigsind,sindsieunkorreliert

Unkorrel.Zufallsvar.sindnichtnotwendigerweiseunabhängig.

Korrelationerfasstnur
”
lineareKomponente”derAbhängigkeit.

e

-

6

x

y

-101

1

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
-

x1

-

x2

f〈y|X=xi〉
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fZweidimensionaleNormalverteilung:Dichtef〈x1,x2〉=

c·exp
〈
α1(x1−µ1)

2
+α2(x2−µ2)

2
+α12(x1−µ1)(x2−µ2)

〉

[µ1,µ2]=[E〈X
(1)

〉,E〈X
(2)

〉]:
MittelpunktderEllipsenkonstanterDichte.

α-s:var〈X
(1)

〉,var〈X
(2)

〉,cov〈X
(1)

,X
(2)

〉,
LängeundOrientierungderHauptachsen.

α12=0unabhängige,alsounkorrelierteNormalverteilungen.

MultivariateStatistik!
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5.7SummenvonZufallsvariablen

WirbetrachtenderEinfachheithalberdiskreteZufallsvariable.

aVerteilungderAnzahlErfolgeinnVersuchen:Binomial-V.

hergeleitetalsV.derSummevonunabh.Xi∼Bernoulli〈π〉.

AnzahlUnfälleinnerhalbeinerWocheinzweiStadtteilen

oderAnzahlBakterien-Kolonienauf2Schalenoder

AnzahlfehlerhafteGläserinzweiProduktions-Losen.

Xi∼P〈λi〉,unabhängig.

VerteilungvonX
(1)

+X
(2)

∼?

GleicheFragefürbeliebigegemeinsameVerteilungvonX
(1)

,X
(2)

.
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5.7

bMitHilfevonZufallszahlen:sieheÜbungen!

LiefertaberkeineübersichtlichenZusammenhänge.

c

P〈S=0〉=P〈X1=0,X2=0〉=e−λ1
·e−λ2

=e−(λ1+λ2)

P〈S=1〉=P〈X1=0,X2=1〉+P〈X1=1,X2=0〉

=e−λ1λ
1
2

1!
e−λ2

+
λ

1
1

1!
e−λ1

e−λ2

=
(λ1+λ2)

1

1!
e−(λ1+λ2)
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5.7

dResultat:Wennmanzwei(odermehrere)unabhängige,
Poisson-verteilteZufallsvariablezusammenzählt,
erhältmanwiedereinePoisson-verteilteZufallsvariable.
DieParameterλjaddierensich.

S=X1+X2∼P〈λ1+λ2〉.

(Anschaulichklar!)

eBinomial-Verteilung

X1∼B〈n1,π〉,X2∼B〈n2,π〉,X1,X2unabhängig

=⇒X1+X2∼B〈n1+n2,π〉.
Anschaulichklar:X1+X2=Anz.Erfolgeinn1+n2Versuchen.

X1∼B〈n1,π1〉,X2∼B〈n2,π2〉,π16=π2:keineB!
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5.7

fAllgemein:

P〈S=s〉=
∑s

k=0
P〈X1=k,X2=s−k〉

=
∑s

k=0
P〈X1=k〉·P〈X2=s−k〉
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5.7

iKennzahlenvonS?

E〈S〉=
∑∞

s=0
sP〈S=s〉

=
∑∞

s=0

∑s

x1=0
(x1+s−x1)·P〈X1=x1,X2=s−x1〉

=
∑∞

x2=0

∑∞

x1=0
(x1+x2)·P〈X1=x1,X2=x2〉

=
∑∞

x1=0

∑∞

x2=0
x1P〈X1=x1,X2=x2〉+

∑∞

x2=0

∑∞

x1=0
x2...

=
∑∞

x1=0

(
x1

(∑∞

x2=0
P〈X1=x1,X2=x2〉

))
+

+
∑∞

x2=0

(
x2

(∑∞

x1=0
P〈X1=x1,X2=x2〉

))

E〈S〉=E〈X1〉+E〈X2〉
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E〈S〉=E〈X1〉+E〈X2〉

jVarianzvonS

var〈S〉=var〈X1〉+var〈X2〉+2cov〈X1,X2〉

Fallsunabhängig:

var〈S〉=var〈X1〉+var〈X2〉
DerErwartungswertderSummevonzwei(odermehreren)

ZufallsvariablenistgleichderSummeihrerErwartungswerte.

DieVarianzderSummevonzwei(odermehreren)unabhängigen

ZufallsvariablenistgleichderSummeihrerVarianzen.
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kBeispiel.
Je100Würsteaus2FabrikenwerdenaufHaltbarkeitgeprüft.

DieW.,dasssielängerals2Wochengeniessbarbleiben,

seifürjedeWurstdereinenFabrik0.6,beideranderen0.3.

WiegrosssindEundVarianzderAnzahlgeniessbarerWürste

unterallen200Würsten?

X1∼B〈100,0.6〉,X2∼B〈100,0.3〉,S=X1+X2

E〈S〉=E〈X1〉+E〈X2〉=100·0.6+100·0.3=90

var〈S〉=var〈X1〉+var〈X2〉=100·0.6·0.4+100·0.3·0.7=45

Wenn200Würste
”
zufällig”ausderganzenProduktion

derbeidenFabriken(mitgleichenAnteilenderbeidenTeile)
ausgewähltwürden,wäreS∼B〈n=200,π=0.45〉.
E〈S〉=200·0.45=90,var〈S〉=200·0.45·0.55=49.5>45.
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5.7

lEinfacheZufalls-Stichprobe:

X1,...,Xngleichverteiltundunabhängig(i.i.d.)

E〈Xi〉=µ,var〈Xi〉=σ
2
,i=1,2,...,n

=∑n
i=1Xi,X=S/narithmetischesMittel

E〈S〉=nµvar〈S〉=nσ
2

E〈X〉=µvar〈X〉=σ
2
/n.

X=S/n,−→E〈X〉=E〈S〉/n,var〈X〉=var〈S〉/n
2
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InWorten:
DerErwartungswertdesarithmetischenMittelsvon
mehrerengleichverteiltenZufallsvariablenistgleich
demErwartungswertdereinzelnenZufallsvariablen.

DieVarianzdesarithmetischenMittelsvonnunabhängigen
gleichverteiltenZufallsvariablenistgleich
derVarianzdereinzelnenZufallsvariablen,
dividiertdurchn.
DieStandardabweichungdesarithmetischenMittelsist
dieStandardabweichungdereinzelnenZufallsvariablen,
dividiertdurch√n,dieWurzelausn.
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5.7

mUnvermeidlicheVerwirrung:

E〈X〉=ErwartungswerteinesarithmetischenMittels,

KennzahleinerKennzahl!?Wassolldas?

EinfachenZufalls-Stichprobe=Modellfür
”
Stichprobe”ausKap.2.

VerteilungvonanderenStichproben-Kennzahlenbestimmen,

z.B.dieVerteilungder(empirischen)Varianz?

VerteilunghatErwartungswert,Median,(theoretische)Varianz,

...
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5.7

nSimulation,Zufallszahlen.

JenZufallszahlenzeigen,waseineZufalls-StichprobealsRe-

sultateergebenkönnte:

nEinzelwerte,Summe,arithmetischesMittel,Median,emp.Va-

rianz,...

1000maldurchführen−→1000Wertefürmed,...

simulierteVerteilungdesMedians.
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5.7

oBeispielKartenziehen.
0.0

0.2
0.4

−101249

relativeHäufigkeit

Wahrscheinlichkeiten

z
410−10

pArithmetischesMitteldersimuliertenZ
(k):

1
m

∑
kz

(k)=−0.6975≈E〈Z〉=−0.6774

v̂ark〈z
(k)〉=0.2165≈var〈Z〉=var〈Zi〉/4=0.2258.

SimulationderKennzahlenderVerteilung.
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6.9FunktionenvonmehrerenZv.:Summen

eX1∼U〈0,1〉,X2∼U〈0,1〉,unabhängig.S=X1+X2.

01

1

012

x2

x1

s

6

?

2−s′
- �

S<s′

S<s

s

f
(S)
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F
(S)

〈s〉=







0fallss≤0

s2/2falls0<s≤1,

1−(2−s)
2
/2falls1<s≤2,

1fallss>2.

f
(S)

〈s)=





sfalls0≤s≤1,

2−sfalls1<s≤2,

0sonst.

Dreiecks-Verteilung.
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6.9

fSummenvonunabhängigenstetigenZufallsvariablenX(1),X(2):

F
(S)

〈s〉=P〈S≤s〉=P〈X
(1)

+X
(2)

≤s〉

=

∫∞

−∞

(∫s−x1

−∞
f〈x1,x2〉dx2

)
dx1

=

∫∞

−∞

(∫s−x1

−∞
f

(2)
〈x2〉dx2

)
f

(1)
〈x1〉dx1

=

∫∞

−∞
F

(2)
〈s−x〉f

(1)
〈x〉dx

f
(S)

〈s〉=
d
ds

∫∞
−∞F

(2)
〈s−x〉f

(1)
〈x〉dx

=

∫d

ds
F

(2)
〈s−x〉f

(1)
〈x〉dx

=

∫
f

(2)
〈s−x〉f

(1)
〈x〉dx.
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6.9

i2unabhängige,standard-normalverteilteZufallsvariable:

f
(S)

〈s〉=

∫
1√
2πexp〈−1

2x
2
〉

1√
2πexp〈−1

2(s−x)
2
〉dx

=
(1√

2π

)2∫
exp

〈
−

1

2

(
2x

2
−2xs+s

2)〉
dx

f(S)〈s〉=
(1√

2π

)2∫
exp

〈
−

1

2

(
2
(
t−

s
2

)2
−2

(s
2

)2
+s

2)〉
dt

=
(1√

2π

)2∫
exp

〈
−1

2

(t−s/2

1/
√

2

)2〉
dt·exp

〈
−1

2

(s√
2

)2〉

=
1 √

2π
√

2exp

〈
−1

2

(s√
2

)2〉∫1 √
2π(1/

√
2)exp

〈
−1

2

(t−s/2

1/
√

2

)2〉
dt

IntegralintegriertDichtevonN〈s/2,(1/
√

2)
2
〉.Deshalb=1.

EsbleibtS∼N〈0,2〉.
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6.9

jWennX1∼N〈µ1,σ
2
1〉undX2∼N〈µ2,σ

2
2〉unabhängigsind,

hatdieSummewiedereineNormalverteilung,

X1+X2∼N〈µ1+µ2,σ
2
1+σ

2
2〉

DieErwartungswerteunddieVarianzenaddierensich.

mKennzahlen?WiefürdiskreteVerteilungen

E〈X1+X2〉=E〈X1〉+E〈X2〉
var〈X1+X2〉=var〈X1〉+var〈X2〉+2cov〈X1,X2〉

=var〈X1〉+var〈X2〉fallsunabh.
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6.9

nBeispielWaage.MessfehlerX∼N〈0,0.63
2
〉.

WiekannmaneinGewicht
”
auf0.5mggenau”bestimmen?

Genauer:MessergebnissollmitWahrscheinlichkeitvon95%

umnichtmehrals0.5mgvomwahrenWertabweichen.

Mehrmalsunabhängigwägen.Resultat=X.

FürnunabhängigeMesswertegiltX∼N〈0,(0.63mg)
2
/n〉.

StandardisiertesX:Z=X/
√

(0.63mg)
2
/n∼N〈0,1〉.

EssollP〈−0.5≤X≤0.5〉=0.95sein.

EsgiltP〈−1.96≤Z≤1.96〉=0.95.

Also1.96=0.5/
√

(0.63mg)
2
/noder

n=
(1.96

0.50.63
)2

=6.09.
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6.9FunktionenvonmehrerenZufallsvariablen

aT=min〈X
(1)

,X
(2)

〉.F
(T)

〈t〉=P〈T≤t〉=?

bAllgemein:X
(1)

,X
(2)

,...,X
(m)

stetigmitDichtef.

T=g〈X
(1)

,X
(2)

,...,X
(m)

〉

P〈T≤t〉=

∞∫

x1=−∞

...

∞∫

xm−1

∫

xm∈At

f〈x1,...,xm〉dxmdxm−1...dx1

A={xm|g〈x1,x2,...,xm〉≤t}.
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6.9

cX1,X2,X3,X4,X5,Xi∼Exp〈λ〉.VerteilungdesMedians?

T=m̂ed〈X1,X2,X3,X4,X5〉

5-fachesIntegral!

dSimulationderVerteilungdesMediansvon5exp.-vert.Xi.
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`X1X2X3X4X5T`

10.0441.4221.7950.1550.4140.414
20.3900.3571.8440.0343.8500.390
30.0483.8871.3855.6000.3791.385
40.1300.6632.0240.4110.8060.663
50.4442.3850.5063.8401.1761.176
60.6064.0090.8790.5911.3810.879
71.0623.8558.6153.3010.4093.301
81.1055.5762.4431.8480.7341.848
90.8661.0404.4480.2372.0441.040

101.1591.8521.9984.0821.7991.852
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SchliessendeStatistik

7Schätzungen

7.1DreiGrundfragestellungenderSchliessenden

Statistik

aAufgabederSchliessendenoderAnalytischenStatistik:

BrückezwischenModellenundkonkretenDatenschlagen.

BeispielAsbest.
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7.1

bBeispielSchlafverlängerung.

UnterschiedXiinderSchlafdauerbeiVerwendungvon

SchlafmittelAgegenüberMittelB.

Modell:Xi∼N〈µ,σ
2
〉,unabhängig.

Beobachtungen:1.2,2.4,1.3,1.3,0.0,1.0,1.8,0.8,4.6,1.4.
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Fragen:

1UmwievielwirdderSchlafverlängert?Wiegrossistwohl
µ?

2Istesmöglich,dassMittelAnichtwirksameristalsB?
Istµ≤0mitdenBeobachtungenvereinbar?

3InwelchenGrenzenliegendieWerteµ

dieaufgrundderDatennochplausibelerscheinen?

cMethoden:
1Schätzungen,
2Tests,
3Vertrauensintervalle.



348
7.1

dModellderZufalls-Stichprobe:

DatenwerdenuntergleichbleibendenVerhältnissenund

unabhängigvoneinandergewonnen.

Unabhängigundgleichverteilt

(independentandidenticallydistributed,i.i.d.)
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7.2Schätzungenfür...Normalverteilung

aProblem:ManhatDatenundeinModellfürsie

inFormeinerparametrischenVerteilungsfamilie,

Xi∼N〈µ,σ
2
〉(i.i.d.).

WertederParameterfestlegen,undzwarso,

dasssiemöglichstgutzudenDatenpassen.

dBsp.Schlafverlängerung.

Erwartungswertµschätzendurchdasarithm.MittelX

Varianzσ2schätzendurchdieempir.Varianzv̂ar=S2.

X=1.58,S
2
=

1
9

∑10
i=1(Xi−X)

2
=1.51=1.23

2
.

Modell,dasdieDatengutbeschreibt:N〈1.58,1.23
2
〉.
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eBeispielKüken:X=106.25,S
2
=111.8=10.6

2
,

Xi∼N〈106.25,10.6
2
〉.

8090100110120130

0
5

10
15

20
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7.2

fPrinzip:KennzahlenderStichprobe

mitKennzahlenderVerteilungidentifizieren!

−→Momenten-Methode.

gµist(auch)MedianderNormalverteilung.

AlsodurchdenMedianderStichprobeschätzen.
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hXundm̂edsindSchätzungen

fürdenParameterµderNormalverteilung.

SchätzungensindFunktionen,die

dennDateneineZahlunddamit

dennZufallsvariablenX1,...,XneineZufallsvariablezuordnen.

SchätzungensindselbstZufallsvariable.

Bazeichnung:Grossbuchstaben:X,T

oderHutüberParameter,µ̂,σ̂,allgemeinθ̂.
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7.3EigenschaftenvonSchätzungen

aEigenschaftenv.Schätzungenm.HilfedesW.modellsstudieren.
Dazuvergessenwirf.denMomentdiekonkretenDatenwieder.
LegenModellfürdieBeobachtungenfest.

bXi∼N〈µ,σ
2
〉,i=1,2,...,n(i.i.d.).

SchätzungXoderm̂ed?Verteilungenstudieren!

VerteilungvonX?

Verteilungvonm̂ed?
z.B.Simulation.Übungen.Ergebnisse?

EmpirischerMedianm̂edvonn=5Xi∼N〈5,1〉.
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7.3

dWelcheSchätzungsollmanwählen?

DieTsollmöglichstnahebeiθliegen!
EinMassfürdieGrössederAbweichungenistder

”
mittlerequadratischeFehler”

MSE=E
〈
(T−θ)

2〉
=var〈T〉+(E〈T〉−θ)

2

b=E〈T〉−θmisstUnterschiedzw.demErwartungswertvonT

unddem
”
Sollwert”θ.

SystematischerFehleroderBiasbderSchätzung.
Biasb=0:

”
erwartungstreu”

b
2

undvar〈T〉sollenkleinsein!
Oder:Erwartungstreu(b=0)undvar〈T〉möglichstklein!
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7.3

eXi∼N〈5,1〉,i=1,2,...,n.

E〈X〉=E〈Xi〉=µ=5.E〈m̂ed〉=µ=5.

var〈X〉=
1
nvar〈Xi〉=

1
5.var〈m̂ed〉?Simulation:≈0.294.

Standardabweichungen(
”
Standardfehler”)0.447resp.0.542.

Xgewinnt!...auchgegenüberallenanderen.

Fürnormalvert.Beob.istXdiebesteSchätzungvonµ!

fExponential-Vert.SchätzungderHalbwertszeit(Median)

τ=loge〈2〉/λ.Xi∼Exp〈λ〉.
EmpirischerMediansvonn=3undn=5Beobachtungen.

E〈m̂ed6=τ!b6=0.

bnimmtmitzunehmendemnab.DieVerteilungwirdschmaler.
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Beobachtungen
Median, n = 3
Median, n = 5

024

D
ichte

Bias

MedianH
HHj

E〈m̂ed〉,n=
5
?

3����
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7.3

gb=0:biasfreiodererwartungstreu(englischunbiased).
VieleüblicheSchätzungensinderw.treu,
wenndieModell-Annahmen

”
stimmen”.

jVarianzσ
2
=var〈Xi〉schätzen!

S
2
=

1
n−1

∑
i(Xi−X)

2
.GuteSchätzung?

Erwartungstreu?EsseiE〈Xi〉=0.

E
〈∑n

i=1
(Xi−X)

2〉
=E

(∑n

i=1
X

2
i−nX

2)

=
∑n

i=1E〈X
2
i〉−nE〈X

2
〉

=nσ
2
−n·

1

n
σ

2
=(n−1)σ

2

DeshalbderominöseFaktor1/(n−1)inS
2
.

kVerteilungvonS2hängtvonderVerteilungderXiab!
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8.Tests

8.3WeitereBeispieleundBegriffe

aBeispielSchlafverlängerung

Nullhypothese:keinUnterschied

Xi∼N〈0,1.5〉;Xiunabhängig

bAlternativen:(HA)µ:Xi∼N〈µ,1.5〉mitµ>0(einseitig).

Beobachtungenzusammenfassen!X
”
Test-Statistik”U.
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8.3

cVerwerfungsbereich?

U=X∼N〈0,1.5/10〉

fallsH0gilt.

T=X/
√

0.15∼N〈0,1〉−→ExtremeWerte:T≥1.64.

dx=1.58,t=1.58/1.5=1.05<1.64.

Verwerfung.Effektstatistischnachgewiesen.
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8.3

fModern:Statttmitczuvergleichen,könnenwir

P〈T>1.05〉=P〈X>1.58〉=0.15

ausrechnen.

W.vonmindestenssoextremenWertenwiederbeobachtete.

P-Wertp

t>1.64⇐⇒p<0.05



362

8.4VorgehenbeieinemstatistischenTest(Rezept)

aProblemformulieren,inWorten.

bNullhypotheseH0.ModellfürdieBeobachtungen.
Oft:ParametrischeFamilie,H0legtParameterfest.
InderRegelmöchtemanH0gernewiderlegen.

cAlternativenHAwerdeninBetrachtziehen
(einseitigoderzweiseitig)

dTest-Statistik.
VerteilungvonUunterAlternativensollmöglichststark

verschiedenseinvonderVt.unterderNullhypothese(Macht!).
Oft:Parametertesten:H0:θ=θ0.
−→Test-StatistikU=θ̂.
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ArtdesExperimentes,Beobachtungs-Situation[a]

?

ModellefüreineBeobachtung:
�����

HHHHj

Nullhypothese[b]Alternativen[c]

?

Test-Statistik[d]
(1)

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQs

���������)

VerteilungderTest-StatistikunterderNullhypothese[e]

W.dichte

Niveau[f,j](2)
�����

Verwerfungs-bereich[f](1)
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8.4

eVerteilungF0〈U〉vonUunterH0

StandardisierteTest-StatistikT.

fKlassischeVariante:Verwerfungsbereichbestimmen.

Willkürlich:Niveauαwählen.

”
KritischerWert”,oftausTabelleoderDiagramm.

gBishierher:Test-Vorschrift
”
fertigverpackt”

indenLehr-undNachschlagebüchernnachzulesen.
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ArtdesExperimentes,Beobachtungs-Situation[a]

?

ModellefüreineBeobachtung:
�����

HHHHj

Nullhypothese[b]Alternativen[c]

?

Test-Statistik[d]
(1)

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQs

���������)

VerteilungderTest-StatistikunterderNullhypothese[e]

Messwerte[h](3)

6

AusrechnendesWertesderTest-Statistik[h](3)
���������1

6

Nullhypotheseverworfen![i](3)
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8.4

hBeobachtungen−→Werttder(standard.)Test-StatistikT

iKlassisch:Entscheidung:

Fallst∈K,wirddieNullhypotheseverworfen.

jModern:P-Wertbestimmen.Entscheidung:

Fallsp<5%,wirddieNullhypotheseverworfen.
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8.5TestsfüreineSt.oderzweigepaarteStichproben

aProblem
”
eineStichprobe”:Xi,i=1,2,...,n,unabhängig.

KanneinbestimmterLageparameter(Erwartungswert,Median)

gleicheinemvorgegebenenWertµ0sein?

H0:µ=µ0.

µ0:physikalischeKonstante,chemischeKonzentration,

Grenzwert.
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8.5

bProblem
”
zweigepaarteoderverbundeneStichproben”:

•BlutdruckvorundnachMedikamenten-Einnahme,

•SchlaflängebeizweiSchlafmitteln,

•GrössevonVaterundSohn(Beobachtungseinh=Fami-
lie)

•AnzahlbeobachteterVerhaltenselementevonMäusen
beiLichtundbeiDunkelheit.

”
VerbundeneStichproben”

Xi=DifferenzderZielgrösseindenbeidenZuständen.
(evtl.nachTransformation).

Frage:Differenz
”
imwesentlichengleichnull”?

H0:µ=0.
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8.5

dz-Test:besprochen.

H0:Xi∼N〈µ0,σ
2
0〉,i=1,...,n,unabhängig;

dieVarianzσ
2
0seibekannt

HA:Xi∼N〈µ,σ
2
0〉,i=1,...,n,unabhängig,mit

(a)µ>µ0;(b)µ<µ0;(c)µ6=µ0

U:X=
1
n

∑n
i=1Xi

F0〈U〉:X∼N〈µ0,σ
2
0/n〉

K:Testgrössestandarisieren:Z=
X−µ0

σ0/√n∼N〈0,1〉
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KritischeWertefürZ:

(a)cso,dass1−Φ〈c〉=0.05⇒c=1.64;K={Z≥1.64}
(b)cso,dassΦ〈c〉=0.05⇒c=−1.64;K={Z≤−1.64}
(c)c1so,dass1−Φ〈c1〉=0.025⇒c1=1.96;

c0so,dassΦ〈c0〉=0.025⇒c0=−c1;K={|Z|≥1.96}

KritischeWertefürstandardisierteTestgrösseunabhängigvonn,µ0,σ0.

eBeispielReifen(nachLehn+Wegmann,1992).

Vergleichvon2ProfilenaufWinterreifenbezügl.Bremswirkung

10Testfahrzeuge.σ0=3ausfrüherenVersuchen.
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iProfilAProfilBDifferenzVorzeichen

144.544.90.4+
255.054.8–0.2–
352.555.63.1+
450.255.25.0+
545.355.610.3+
646.147.71.6+
752.153.00.9+
850.549.1–1.4–
950.652.31.7+

1049.250.71.5+

mittlereDifferenz2.29

z=2.29/(3/
√

10)=2.41∈K:

−→DieReifensortenunterscheidensichstatistischsignifikant

inderLängedesBremsweges.
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8.5

fMeistens:NullhypotheseXi∼N〈µ0,σ
2
〉,unabhängig,

σunbekannt.

NichteineeinzigeVerteilung,sondern

alleNormalverteilungenmitErwartungswertµ0.

σ
2
:Stör-Parameter,nuisanceparameter.

σdurchdenSchätzwertσ̂=Sersetzen!

T=
X−µ0

S/√n
=

X−µ0
√1

n(n−1)

∑(Xi−X)
2
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8.5

gSschwanktzufällig.Tnichtnormalverteilt.
VerteilungvonThängtnurvomStichprobenumfangnab.
m=n−1

”
Freiheitsgrade”.

VerteilungvonT:grössereVarianzundlangschwänziger.

1
3 7 15

−303
0 

0.4   
N f〈t〉

t

t-TestvonStudent.
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8.5

iS/√n:SchätzungderStandard-Abweichungσ0/√n

desarithmetischenMittelsX,

”
Standardfehler”,standarderrorse.

jBeispielReifen:S
2
=

1
9

(
(0.4−2.29)

2
+(0.2−2.29)

2
+...+(1.5−2.29)

2)
=3.31

2
,

Standardfehler

se=3.31/
√

10=1.048,t=2.29/1.048=2.18.
m=10−1.Krit.Wert2.26>|t|.H0nichtverworfen!

EinseitigerTest:KritischerWert1.83.Signifikant!

Interpretation?
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8.5

kVorzeichen-Test(oderZeichen-Test).
Testgrösse=AnzahlBeobachtungengrösseralsµ0

=AnzahlpositiveVorzeichenvonXi−µ0.

lH0:Xi∼F0mitMedianµ0,unabhängig.

HA:Xi∼FmitMedianµ;
(a)µ>µ0,(b)µ<µ0,(c)µ6=µ0.

U:U=Anzahl{i|Xi>µ0}
F0〈U〉:P0〈Xi>µ0〉=1/2,U∼B〈n,1/2〉.

K:Tabelle!

mBeispielReifen:8positiveVorzeichenvonn=10.
Tabelle:c0=1,c1=n−c0=9.
NullhypothesedurchdenVorzeichentestnichtabgelehnt.
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8.5

oKeineNormalverteilungvorausgesetzt!

Aber:Information
”
verschenkt”.

pRangsummen-TestvonWilcoxonfürgepaarteStichproben

oderVorzeichen-Rangsummen-Test

(signedranktest,one-sampleWilcoxontest).

H0:Xi∼F0,unabh.,F0stetigundsymmetrischbez.µ0

HA:Xi∼F,unabhängig,Fsymmetrischbez.

(a)µ>µ0;(b)µ<µ0;(c)µ6=µ0.
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U:NachfolgendemRezeptzubilden:

1.BildeX′
i=Xi−µ0,streichedienegativenVorzeichen,

bildedieRängeRi.

Ri=rank
〈
|X′

i|
∣∣
∣|X′

1|,|X′
2|,...,|X′

n|
〉

.

BeispielReifen:µ0=0,Xi−µ0DifferenzderBremswege.
RängeRi:2,1,8,9,10,6,3,4,7,5.

2.SummieredieRi,fürdieXi−µ0>0

Beispiel:2+8+9+10+6+3+7+5=50.
SeiVi=1,fallsXi−µ0>0ist,Vi=0sonst.

U
+

=∑n
i=1ViRi.

Beispiel:u
+

=1·2+0·1+1·8+1·9+1·10+1·6+1·
3+0·4+1·7+1·5=50.
U−=∑n

i=1(1−Vi)Ri.U
+

+U−=∑n
i=1Ri=n(n+1)/2.
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F0〈U〉:VerteilungvonU
+

oderU−hängtnichtvon

derVerteilungFab(solangesiestetigist).

K:Bisn=30ausTabelle:

(a)causderZeile
”
c,einseitig”;

K={U
+

≥n(n+1)/2−c}={U−≤c};

(b)causderZeile
”
c,einseitig”;K={U

+
≤c};

(c)c0ausderZeile
”
c0,zweiseitig”;

K={U
+
≤c0}∪{U

+
≥n(n+1)/2−c0}

={min〈U+,U−〉≤c0}.

Fürgrösseren:ApproximationdurchdieNormalvert.
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n12345678910

c,einseitig----0235810
c0,zweiseitig-----02358

n11121314151617181920

c,einseitig13172125303541475360
c0,zweiseitig10131721252934404653

n21222324252627282930

c,einseitig586573818998107116126137
c0,zweiseitig67758391100110119130140151
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BeispielReifen:u
+

=50,u−=5.

Tabellenwertc0=8,n(n+1)/2−c0=47<u
+

(u−≤8).

Nullhypotheseverworfen.

Uistasymptotischnormalverteilt.

E〈U
+
〉=

n(n+1)

4
,var〈U

+
〉=

n(n+1)(2n+1)

24

Z
+

=
U

+
−E〈U

+
〉 √

var〈U
+
〉

=
U

+
−n(n+1)/4

√
n(n+1)(2n+1)/24

≈∼N〈0,1〉

Verwerfungsbereich(zweiseitig):|Z+|≥1.96.
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8.5

qKeine(
”
Bindungen”),ties)oderNullen!

Nullen(Xi=µ0)weglassen.
(Vert.vonT=bedingteVert.,gegebendieAnzahlNullen).
Bindungen:Rängeaufteilen.Asymptot.Näherungmitkorrig.
Varianz.

HerleitungderVerteilungvonU
+

:
WieverteilensichdieVorzeichenaufdieRänge,wennH0gilt?

|x′
i|0.20.40.91.41.51.61.73.15.010.3

Rang〈|x′
i|〉12345678910

Vorz〈x′
i〉–++–++++++
vi0110111111

3.Zeilezufällig,Bernoulli-vert.
JedeFolgevon10VorzeichenhatgleicheWahrscheinlichkeit
1/210.
−→VerteilungvonU+.
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8.5

rTest-Statistiken,derenVerteilungnichtvoneinemkonkreten
parametrischenModellfürdieBeobachtungenabhängt,
unddieentsprechendenTestsnenntmannicht-parametrisch
(oderverteilungsfrei).Rangtest.

Genaueres,AllgemeineresunterdenStichworten
Randomisierungs-TestsoderPermutations-Tests.

sWilcoxon-TestnütztabsoluteGrösse
derpositivengegenüberdennegativenXi−µ0aus.

Nullhypotheseist
”
schärfer”alsbeimVorzeichnetest:

EswirdSymmetrievorausgesetzt.
FürDifferenzenderPaarebeiverbundenenStichpr.naheliegend.

tWelchenTestwählen?
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8.6InterpretationvonTestergebnissen

aVerwerfungderNullhypothese.Interpretation?

(1)EinEffektistnachgewiesen,eine
”
Alternative”istrichtig,

(2)NullhypotheseaufandereWeiseverletzt:

•DatenenthaltensystematischenFehler,

•Xisindnichtunabhängig,

•nichtnormalverteilt(beimt-Test),
nichtsymmetrischverteilt(beimRangsummen-Test),
nichtallegleichverteilt

(
med〈Xi〉versch.beimVorz.t.

)
,

(3)esistzufälligdasunwahrscheinl.EreignisKeingetreten.
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(3)istunvermeidbar.W.durchSignifikanzniveaukontrolliert.
Manmöchte(2)vermeiden,um(1)schliessenzukönnen.
Aberwie?

b(A)Xi∼N〈µ,σ2
0〉,σ2

0bekannt→z-Test.

(B)Xi∼N〈µ,σ2
0〉,σ2

0unbekannt→t-Test.

(C)Xi∼Fsymmetrischumµ,sonstbel.→Rangsummen-
Test.

(D)Xi∼FimitMedianµ,sonstbeliebig→Vorzeichen-Test.

UnabhängigkeitderXi.
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8.6

c•Annahme,dassdieNullhypotheseodereineAlternative
”
gilt”,

istVoraussetzungfürdieAnwendungdesTests.

d•GesamteNullhypotheseführtzu
”
statistischemWiderspruch”.

AbweichungenvondenanderenAnnahmenwegdiskutieren

(soweitmöglichüberprüfen).

eTestsverwenden,diemöglichstwenigeVoraussetzungen

brauchen!

AlsoimmerRangsummen-Teststattt-oderz-Test,

immerVorzeichen-TeststattRangsummen-Test.
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8.6

fNein!Informationausnützen.Macht=W.fürFehler2.Art.

DieallzugrosszügigeLockerungderVoraussetzungen

bezahltmanmiteinemVerlustanMacht.

gKonkreteEmpfehlungfürdasTesteneinesLageparameters:

•Rangsummen-TestvonWilcoxonanwenden,falls

Verteilungsymmetrischistwegen

–theoretischenüberlegungen(z.B.Differenzen),

–empirischenResultateningrossenDatensätzen,

–Vorwissen(frühereStudienmitähnlichenDaten);

•sonstVorzeichen-Testdurchführen;
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•t-Test(undz-Test)vermeiden.

GewinnanMachtfürnormalverteilteBeob.minim.

Wennnichtgenaunormalvert.,hatderRangsummen-Test

meistensgrössereMachtalsdert-Test

(Ausnahme:SehrkleineStichproben).
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8.7DerP-Wert

t

f〈t〉

t∗

P-Wert

α=5%

c0

cSignifikanz:Test-Statistikrechtsvonc0(∈K)
⇐⇒P-Wertkleinerals5%–undumgekehrt.

P-Wert:verfeinertes
”
MassderSignifikanz”.

P=6%:knappnichtsignifikant,Nachdenken
”
erlaubt”.

P=74%:keinHinweisaufAbweichungvonderNullhypothese.
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8.7

dLiteratur,ältereKonvention:

P>0.05nichtsignifikant(n.s.)
0.05≥P>0.01schwachsignifikant*
0.01≥P>0.001starksignifikant**
0.001≥Psehrstarksignifikant***

z=2.63∗∗.z=1.46(n.s.).
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8.7

eHinweise:

•P-Wert=transformierteTest-StatistikmituniformerVert.

•MitP-Wertkannmaneinfacherentscheidenalsmitt.
Computermussmehrarbeiten.

•Achtung:WegenFaulheitderProgrammiereroft
unexakteTests!
(AsymptotischeNäherungauchbeikleinenStichproben!)

•P-WertausverschiedenenTests?!

•P-WertundWahrscheinlichkeit!

”
DieWahrscheinlichkeitfürdieNullhypotheseist10%.”

BITTENICHT!

”
DieIrrtums-Wahrscheinlichkeitist3%.”(auchnicht.)
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•Beidiskretvert.TistderP-Wertauchdiskretverteilt.

010
0

1

01
0

1

xt

F
(X)

F
(PW)
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8.8VergleichvonzweiquantitativenStichproben

aEinigeFragestellungen:

•UnterscheidensichPuppengewichtevonFliegen(dergl.Art),
diesichingleichgrossenTieren
verschiedenerWirtsartenentwickeln?

•HabenRaucherundNichtraucherunterschiedl.Blutdruck?

•UnterscheidensichSchneckenaufMager-&Fettwiesen?

•FührtDüngersorteAzuhöheremErtragalsDüngerB?

JeeineStichprobeauszweiverschiedenenGrundgesamtheiten.
ZielgrössseYmessen.
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8.8

bUnterscheidungvongepaartenStichproben:

Stichprobenumfängen1undn2können

fürunabh.Stichprobenverschiedensein;

beigepaartenStichprobenimmergleichgross.
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8.8

dModell:Y1,1,Y1,2,...,Y1,n1Y2,1,Y2,2,...,Y2,n2

Y1,i∼F1,i=1,2,...,n1;

Y2,i∼F2,i=1,2,...,n2;

Y1,1,Y1,2,...,Y1,n1,Y2,1,...,Y2,n2alleunabhängig.

H0:F1=F2.AlleYhabengleicheVerteilung.

HA:F1undF2unterscheidensich
durcheineVerschiebungδ:F2〈x〉=F1〈x−δ〉

Speziell:Y1,i∼N〈µ,σ
2
〉Y2,i∼N〈µ+δ,σ

2
〉.

δinteressierenderParameter,µ,σStör-Parameter.

eδ̂=Y2,·−Y1,·=(Y2,1+...+Y2,n2)/n2−(Y1,1+...+Y1,n1)/n1
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8.8

fZwei-Stichproben-z-Test.

BeispielMastochsen.2Futterartenvergleichen.

Zielgrösse:mittlerewöchentlicheGewichtszunahmein1Monat.

Erfahrung:SolcheGewichtszunahmen≈∼N〈...,(σ0=1.8kg)
2
〉.

EinseitigeAlternative.
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8.8

gH0:Yk,i∼N〈µ,σ2
0〉(i.i.d.);

HA:Y1,i∼N〈µ1,σ
2
0〉;Y2,i∼N〈µ1+δ,σ

2
0〉

einseitig:δ>0.

U:U=Y2,·−Y1,·

F0〈U〉:Yk,·∼N〈µ,σ2
0/nk〉,also

U=Y2,·−Y1,·∼N
〈
0,σ

2
0(1/n1+1/n2)

〉

Z=
Y2,·−Y1,· √

σ
2
0(1/n1+1/n2)

∼N〈0,1〉

K:einseitig:K={Z≥1.64}.
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8.8

hMastochsen:

”
extensiv”2.72.71.13.01.93.03.83.80.31.91.9

”
intensiv”6.55.48.13.50.53.86.84.99.56.24.1

y2,·−y1,·=5.39kg−2.37kg=3.02kg

z=3.02/
√

1.8
2
·2/11=3.93>1.64.

Nullhypothese(wuchtig)verworfen.

(SinneinessolchenTests?Schätzproblem!)
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it-Test.

H0:Yk,i∼N〈µ,σ2〉(i.i.d)

HA:Y1,i∼N〈µ,σ
2
〉,Y2,i∼N〈µ+δ,σ

2
〉,

δ6=0(oderδ>0oderδ<0),

unabhängig.

ManersetztinderstandardisiertenStatistikfürdenz-Test

dieVarianzσ2
0durcheineSchätzung,

σ̂
2
=

1

n1+n2−2

(n1
∑

i=1

(Y1,i−Y1,·)
2
+

n2
∑

i=1

(Y2,i−Y2,·)
2

)
.

t-Verteilungmitn1+n2−2Freiheitsgraden.
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8.8

jTestmitwenigerVoraussetzungen!
Rangsummen-TestvonWilcoxon,MannundWhitney,U-Test

H0:Yk,i∼F(i.i.d);Fbel.Vert.

HA:Y1,i∼F1,Y2,i∼F2,F2〈x〉=F1〈x−δ〉,δ6=0.

U:1.BestimmeRangRk,ibezügl.
”
vereinigtenStichproben”

2.U
(1)

=∑n1

i=1R1,i(oderU
(2)

=∑n2

i=1R2,i)
(U

(1)
+U

(2)
=(n1+n2)(n1+n2+1)/2.)

T
(k)=U

(k)−nk(nk+1)/2

(T
(1)

+T
(2)

=n1n2.)
ZweiseitigeFragestellung:T=min〈T

(1)
,T

(2)
〉.

F0〈U〉:VerteilungvonT(k)hängtnurvonn1,n2ab.
Grossen1,n2:AsymptotischeNäherung.

K:Tabelle.
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n2

n11234567891011121314151617181920

1––––––––––––––––––––
2–––––––0000111112222
3––––0112233445566778
4–––01234456789101111121314
5––012356789111213141517181920
6––123568101113141617192122242527
7––1356810121416182022242628303234
8–024681013151719222426293134363841
9–0247101215172023262831343739424548

10–0358111417202326293336394245485255

11–0369131619232630333740444751555862
12–14711141822262933374145495357616569
13–14812162024283337414550545963677276
14–15913172226313640455055596469747883
15–151014192429343944495459647075808590
16–161115212631374247535964707581869298
17–2611172228343945515763697581879399105
18–27121824303642485561677480869399106112
19–271319253238455258657278859299106113119
20–2814202734414855626976839098105112119127
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kBeispielMastochsen.

Daten·10
ext.311191919272730303838

int.535384149546265688195

Ränge∑

ext.135557.57.59.59.5131379

int.211131516171819202122174

u(1)=79undu(2)=174.(Kontrolle:u(1)+u(2)=22·23/2.)

t
(1)

=79−11·12/2=13,t
(2)

=174−11·12/2=108,

t=min〈t
(1)

,t
(2)

〉=13.

K={T≤30}.Nullhypothesewirdverworfen.
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8.8

mVergleichderStreuungen

nGrafischerVergleichmitbox-plots.

UnterschiedezwischendenMedianenvon2Gruppensignifikant?

Kerben.Essollgelten:

WennsichdieKerbenvonzweiKistennichtüberschneiden,

dannistderUnterschiedzwischendenGruppensignifikant.

−→”
Notchedboxplots”,gekerbteKisten-Diagramme.

(TestregelnichtnachdemüblichenSchema!)
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8.9Macht

aBisher:H0vorausgesetzt.
WahrscheinlichkeitennurunterdieserVoraussetzungberechnet.
P(0)〈

VerwerfenvonH0

〉
=α

Jetzt:Alternativevoraussetzen.
Fehler:H0nichtverwerfen.=Fehler2.Art
Wahrscheinlichkeitberechnen!

BerechnungvonWahrscheinlichkeitensetztgenauspezifizierte
Hypothesevoraus!

P
(A)

〈T6∈K〉=1−P
(A)

〈T∈K〉=β
(A)

.
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1−β
(A)

=W.der
”
richtigenEntscheidung=Macht

sollmöglichsthochsein.

(Aufgepasst:InmanchenBüchernwird

dieMachtmitβbezeichnet.)

bKistderVerwerfungsbereich,hergeleitetausder

VerteilungderTest-StatistikunterderNullhypothese

DerTest(dieEntscheidungsregel)bleibt.
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8.9

cBeispielMastochsen:2Fütterungsartenvergleichen.

”
Wahrer”Unterschiedδ=1.0kg/Woche(Vermutung).

WiegrossistdieWahrscheinlichkeit,dassdieserEffekt,fallser

richtigist,sichdurchdenVersuchstatistischnachweisenlässt?

...d.h.,dassdieTestregelzurVerwerfungvonH0führt?
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Entscheidungsregel:H0verwerfen,fallsZ>1.64.

−→U=Z·
√

1.8
2
·2/11=Z·0.77,also

Z>1.64−→U>1.64·0.77=1.26.

Vt.vonTunterHAmitδ=1.0kgist

U=Y2·−Y1·∼N
〈

δ,σ
2
0

(1

n1

+
1

n2

)〉
=N〈1.0,0.77

2
〉

Macht1−β
(A)

=P
(A)

〈U>1.26〉
=1−Φ

〈1.26−1
0.77

〉
=1−Φ〈0.34〉=0.37

−→Wahrsch.eines
”
erfolgreichenAusgangs”desVersuchs

(statistischer
”
Beweis”einesEffektsgelungen)

=37%.(!)
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Macht1−β

VerteilungderTest-StatistikU...

...unterH0unterHA

-

Verwerfungsbereich

PPPP α=5%

- �

δ

u

f
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dOftkeineVermutungbetreffendEffektδ.

−→MachtalsFunktionvonδ.

n1=n2=n.H0verworfen,wennU>1.64·σ0

√
2/n

UnterHAgiltU∼N
〈
δ,σ

2
02/n

〉

1−β
(A)

=P
(A)〈

U>1.64·σ0

√
2/n

〉

=1−Φ

〈
1.64·σ0

√
2/n−δ

σ0

√
2/n

〉

=1−Φ

〈
1.64−

δ

σ0

√
n/2

〉
.
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DieMachtnimmtzumit
”
standardisiertemEffekt”δ/σ0

undStichprobenumfangn.

0.37

0.8

01

n1=n2=11

n1=n2

=40

1−β

δ/σ0 0

1

Macht1−β
(A)

alsFunktionvonδheisstauchGütefunktion.
β

(A)
,alsFunktionvonδheisstauchOperations-Charakteristik.
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eWiegrossmussnsein,damitbeiδ=1.0undσ0=1.8

1−β
(A)

=0.80wird?

1−Φ

〈
1.64−

1.0

1.8

√
n/2

〉
=0.8=⇒

1.64−0.56
√

n/2=−0.84

n=2·
(2.48

0.56

)2

=39.2

Esbraucht(etwa)40TiereproGruppe.

−→Versuchsplanung,BerechnungdesStichprobenumfangs.
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8.9

f*Manmussσ0ungefährkennenundδfestlegen.

Vorversuch?

NichtparametrischerTest?

g*Macht(-funktion)alsQualitätskriteriumzurWahleinesTests.

Optimieren!−→MathematischeStatistik.

OptimaleSchätzungen−→TestgrössenfüroptimaleTests.
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8.11SinnundUnsinnstatistischerTests

aFachzeitschriften:MandarfnurüberEffekteschreiben,

diestatistischaufdem5%-Niveausignifikantsind.

−→TestdientalsFiltergegenwildeSpekulationen.

Perversion:UntersucheFragen,fürdieeinsignifikantesErgebnis

erwartetwerdenkann–auchuninteressante...

StatistikerunterstützendiesenUnsinnnicht.

RelevanzwichtigeralsSignifikanz!
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8.11

bUnterschiedzwischen(statistischer)
”
Signifikanz”und

(praktischer)
”
Relevanz”

ZukleineundzugrosseStichproben!

MitgrossenStichprobenkannmanBagatelleffekte,

dieeigentlichniemandeninteressieren,stolz

als
”
statistischsignifikant”nachweisenundpublizieren.

c*Konsequenz?StatistischeTestssindunsinnig!

−→ManmüssteH0:θ≤Schwellenwertγprüfen!

RegelfürEntscheidungzwischenH0:θ≤γundH1:θ>γ.



415
8.11

dWiesoTestsausführlichbehandeln?

•FiltergegenwildeSpekulationen

•GrundlagefürdasVerständnisderBeziehungzwischen

Wahrscheinlichkeits-ModellenundempirischenDaten.

•GrundlagefürVertrauensintervall.
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9.Vertrauensintervalle

9.3VertrauensintervallefürLageparameter

Grundfrage?

aJedemTestfürµeinerStichprobeentspricht

eineRegelzurKonstruktionvonVertrauensintervallen.

z-Test.Xi∼N〈µ,σ
2
0〉,σ

2
0bekannt.

Vertrauensintervallfürµ?
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H0:µ=µ0.−→Annahmebereich
{
|X−µ0|

/
(σ0/√n)≤1.96

}
=

{
X−µ0≥−1.96σ0/√nundX−µ0≤1.96σ0/√n

}

V0=X−1.96σ0/√nrespektiveV1=X+1.96σ0/√n

X±1.96σ0/√n

bBeispielReifen
v0=2.29−1.96·3/

√
10=2.29−1.86=0.43

v1=2.29+1.86=4.15.
VertrauensintervallfürdieDifferenzdesBremsweges:
(0.43,4.15)=2.29±1.86.
Enthält0nicht.Nullhypotheseµ0=0verworfen.
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ct-Test

V0=X−q
(tn−1)
0.975·S/√n,V1=X+q

(tn−1)
0.975·S/√n.

S
2
:empirischeVarianz,

q
(tn−1)
0.975:0.975-Quantildert-Vert.mitn−1Freiheitsgraden

(kritischeGrenzefürdenzweiseitigent-Test).

dVertrauensintervall,dasdemWilcoxon-Testentspricht:

Besser,aberkauminProgrammenanzutreffen.
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9.3

eVorzeichentestAnnahmebereich

{c<Anzahl{i|Xi>µ0}<n−c}
={c/n<Anzahl{i|Xi≤µ0}/n<1−c/n}
={c/n<F̂〈µ0〉<1−c/n}.

F̂:empirischeVerteilungsfunktion.

UntereGrenze:c/n=F̂〈µ0〉=⇒µ0=(c/n)-Quantilq̂c/n.

(q̂γ,q̂1−γ)mitγ=c/n.
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04x,µ
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fLage-DifferenzδzwischenzweiunabhängigenStichproben:

Vertrauensintervalleausdenin8.8besprochenenTests.

gWelchesVertrauensintervallwählen?
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9.5Vertrauens-undandereIntervalle

aVertrauensintervall:zufälligesIntervall,

abhängigvondenDaten.

Enthält,wennmanvoneinemModellausgeht,

denwahrenParameterwertmitWahrscheinlichkeit95%.

bAnnahmebereich:festesIntervall,

abhängigvomzutestendenParameterwert.

EnthältdenWertderTest-StatistikmitW.95%,

fallsdieNullhypotheserichtigist.
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cStreubereich:Intervall,indemdiemeistenDaten

enthaltensind.

KisteimBox-Plotenthält50%derDaten.

X±2σ̂:enthältungefähr95%derDaten.

eKerbenbereichingekerbtenKisten-Diagrammen:

ermöglichteinenapproximativenTestfürden

UnterschiedzwischenzweiunabhängigenStichproben.

GenäherteVertrauensintervallefürdieMediane,

fürVertrauenskoeffizienten≈90%.
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9.5

gDerAnnahmebereichunddasVertrauensintervallwerdensehr
oftverwechselt.

Annahmebereich={µ0±c·se}
Vertrauensintervall={X±c·se}

-µ

-x
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�
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hDualität.

•DerAnnahmebereichumfasstdieSchätzwerteθ̂,

diemiteinembestimmtenθ=θ0verträglichsind.

•DasVertrauensintervallumfasstdieParameterwerteθ,

diemiteinembestimmtenSchätzwertθ̂verträglichsind.

vgl.DiagrammfürdieBinomialverteilung.
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9.6Schätzungen,TestsundVertrauensintervalle

aVertrauensintervallesindnützlicheralsPunktschätzungen.

VertrauensintervallenthältPunktschätzung.

PunktschätzungalleinsagtnichtsüberihreGenauigkeit,

undeineZahlohneGenauigkeitsangabesagtnichtsaus!

cVertrauensintervallesindnützlicheralsTests

eVertrauensintervalloderP-Wert?

Beidezeigen,
”
wiesignifikant”einEffektist.
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9.6

fAchtung:Relevanzvs.Signifikanz!

0
keiner

Effekt
δ

relevant

nichtsignifikant,möglicherweisewichtig

nichtsignifikant,nichtwichtig

signifikant,nichtwichtig

signifikant,möglicherweisewichtig

signifikantundwichtig
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bPunktschätzungensindHilfsmittel:

•alsTest-StatistikzurKonstruktionvonTests

unddadurchvonVertrauensintervallen;

•Datenbeschreiben,DichteanHistogrammanpassen.

dTests

•fürHypothesen,dienichteinenParameterfestlegen.

Anpassungstests,TestaufUnabhängigkeit

•alsNachweiseinesEffekts,

ohneGrössedesEffektszuquantifizieren


